Politechnika Swigtokrzyska
Kielce University of Technology

KAIR PAN% K

K

A e

2011

L,

X Vll KRAJOWA KONFERENCJA

Politechnika [
[ )

Kielce

5| Swietokrzyska

=l 2011



XVII Krajowa Konferencja Automatyki — KKA'2011, 19-22.06.2011 Kielce-Cedzyna

NOWE METODY BADANIA STABILNOSCI KLASY LINIOWYCH
UKEADOW DWUWYMIAROWYCH

Wojciech PASZKE*, Krzysztof GALKOWSKI*, Eric ROGERS**, Anton KUMMERT***

*Uniwersytet Zielonog6rski, Instytut Sterowania i Systeméw Informatycznych
ul. Podgérna 50, 65-246, Zielona Goéra,
e-mail: {W.Paszke, K.Galkowski}@issi.uz.zgora.pl t

**University of Southampton, School of Electronics and Computer Science
Southampton SO17 1BJ, United Kingdom,
e-mail:etar@ecs.soton.ac.uk

***University of Wuppertal, Faculty of Electrical, Information
and Media Engineering, Communication Theory. Wuppertal, Germany,
e-mail:kummert@uni-wuppertal.de

Streszczenie: Jednym z najwazniejszych probleméw w teorii uktadéw dwuwymiarowych jest sformutowanie takich
warunkéw koniecznych i wystarczajacych stabilnosci, ktérych sprawdzenie wymagaé bedzie niewielkiego naktadu ob-
liczeniowego oraz umozliwi relatywnie latwe jego zastosowanie w zagadnieniach syntezy regulatoréw. W niniejszym
artykule sformulujemy warunki wystarczajace i konieczne stabilnosci wzdtuz pasa dla liniowych proceséw powtarzal-
nych, a nastgpnie uzyjemy ich do analizy stabilnos$ci asymptotycznej linowych uktadéw dwuwymiarowych opisanych
lokalnymi modelami stanowymi. Zaproponowane warunki stabilnosci sa podane w formie probleméw optymalizacji
wypuklej z ograniczeniami w postaci liniowych nieréwnosci macierzowych. Zataczono przyktady numeryczne w celu
ilustracji efektywnosci prezentowanych wynikéw.

Stowa kluczowe: Liniowe uktady dwuwymiarowe, stabilno$¢ asymptotyczna, liniowe procesy powtarzalne, liniowe
nieréwnosci macierzowe.

1. WPROWADZENIE

Uktady wielowymiarowe, a w szczegdlnosci uktady dwuwymiarowe (2D) znalazly zastosowanie w opi-
sie wielu zjawisk 1 procesow wystepujacych w licznych dziedzinach wspétczesnej techniki [9]. Szczegdblnie
interesujacymi zastosowaniami sg uktady wielowymiarowego przetwarzania sygnatow i obrazéw, kodowania
i dekodowania oraz filtracji sygnatéw, ktére czesto sa uzywane w grafice komputerowej [1, 3].

Nalezy jednak podkredlié, ze zastosowanie modeli wielowymiarowych jest bardzo ograniczone, gtéwnie
ze wzgledu na brak dobrze rozwinigtej teorii uktadéw wielowymiarowych, ktéra dostarczytaby odpowied-
niego formalizmu matematycznego, umozliwiajacego zapisanie wielu probleméw analizy i syntezy w postaci
predestynujacej do zastosowania szerokiego wachlarza efektywnych metod numerycznych.

W przypadku klasycznych uktadéw jednowymiarowych (1D) pokazano, iz wiele problemdéw analizy i syn-
tezy moze by¢ sprowadzonych do postaci problemdéw badania wlasno$ci pewnych wielomianéw lub macierzy.
Innymi stowy, problemy analizy i syntezy sprowadza si¢ gtéwnie do probleméw zwiazanych z wyznaczaniem
i lokowaniem biegunéw uktadu. Z kolei te problemy, moga by¢ rozwiazane przy uzyciu efektywnych algo-
rytméw numerycznych. Przyktadem takiego problemu jest badanie stabilnosci uktadéw jednowymiarowych.

TNiniejsza praca zostala czeSciowo zrealizowana przy wsparciu Ministerstwa Nauki i Szkolnictwa Wyzszego, grant Nr
N N514 636540
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Istotnie, rozwiazanie problemu stabilnos$ci moze by¢ sprowadzone do wyznaczenia warto$ci wtasnych macie-
rzy systemowej i sprawdzenia czy wszystkie one maja moduty mniejsze od 1 (w przypadku uktadéw dyskret-
nych) lub leza w lewej péiptaszczyznie zespolonej (dla uktadéw ciagtych). Z kolei, wartoSci wlasne macierzy
zawsze moga by¢ efektywnie wyznaczone przy pomocy komputera. Alternatywnymi metodami okreslania
stabilno$ci uktadu jest uzycie kryterium Routh’a lub metod Lapunowa z wykorzystaniem optymalizacji wy-
puktej [2].

Naturalnym jest postawienie pytania, czy problemy analizy i syntezy uktadéw wielowymiarowych, a w
szczegblnosci 2D, moga by réwnie efektywnie rozwigzane jak to ma miejsce w przypadku uktadéw jednowy-
miarowych. Niestety, okazuje si¢, ze zastosowanie znanych (tj. stosowanych w teorii uktadéw 1D) i efektyw-
nych metod do rozwigzywania probleméw analizy i syntezy uktadéw wielowymiarowych jest bardzo ograni-
czone, a czgsto nawet niemozliwe. Trudnosci te sa juz widoczne gdy chcemy sformutowac warunki konieczne
1 wystarczajace stabilnosci asymptotycznej liniowych uktadéw 2D.

Najbardziej istotnym faktem, komplikujacym formutowanie warunkéw koniecznych i wystarczajacych
stabilnosci asymptotycznej uktadéw 2D jest mozliwoS¢ istnienia nieskoriczenie wielu biegunéw uktadu. Dla-
tego tez, trudno lub wrecz niemozliwym jest testowanie potozenia kazdego bieguna uktadu (gdy ich liczba
dazy do nieskoniczonosci), co jest odpowiednikiem tradycyjnego spektralnego warunku stabilnosci uktadu.

Niniejszy artykul proponuje uzycie znanych warunkéw koniecznych i wystarczajacych stabilnosci wzdtuz
pasa dla liniowych procesow powtarzanych (ang. Linear Repetitive Processes - LRPs) do analizy stabilnoSci
asymptotycznej uktadéw 2D. Jest to mozliwe, gdyz LRPs sa jedna z podklas uktadéw 2D o szczegdlnych
zastosowaniach - zobacz [10, 5, 6]. Cecha charakterystyczng liniowych proceséw powtarzalnych LRPs jest
wielokrotne powtarzanie, teoretycznie nieskoniczong ilo$¢ razy, pewnej czynnoSci na danym obiekcie ale,
co jest wazne, przy zmieniajacych si¢ warunkach, tak ze uktad nie jest okresowy. Do opisu takich uktadéw
wykorzystujemy, tak jak to ma miejsce w przypadku uktadéw 2D, dwie zmienne niezalezne reprezentujace
kolejno: numer czynnosci, ktéra ma oczywiscie charakter dyskretny oraz czas zwiazany wykonywang czyn-
noscia, reprezentowana przez zmienng o charakterze ciagtym lub dyskretnym. Caly uktad jest wigc uktadem
dyskretnym lub ciagto-dyskretnym. Szczegdélnie wazne jest, ze zmienna "wzdtuz pasa" posiada ograniczong
warto$¢ (w wigkszosci przypadkéw przyjmuje sig, ze jest to wartoS¢ stata - oznaczong tutaj symbolem «).

W przypadku LRPs mamy dwie podstawowe koncepcje stabilnoS$ci: asymptotyczng i wzdluz pasa. Sta-
bilno$¢ asymptotyczna liniowych LRPs okresla, ze sekwencja ograniczonych sygnatéw wejSciowych daje
ograniczong sekwencj¢ sygnaléw wyjSciowych (profili pasa). Poniewaz stabilno§¢ asymptotyczng procesu
powtarzalnego gwarantuje jedynie istnienie tylko pewnego ustalonego profilu granicznego to w wielu jednak
przypadkach wtasnos$¢ ta nie jest wystarczajaca, gdyz proces moze by¢ niestabilny wzdtuz tego profilu. Dlate-
go tez musi by¢ zastosowany mocniejszy warunek stabilnosSci, ktéry zapewni stabilno$¢ procesu wzdhluz pasa.
Stabilnos¢ taka jest nazywana w literaturze [10] stabilnoscia wzdluz pasa i co najwazniejsze jest ona w wie-
lu przypadkach réwnowazna stabilnosdci asymptotycznej liniowego ukladu 2D. Korzystajac z tego wtasnie
faktu oraz kilku znanych z literatury twierdzen udato si¢ sformutowac oryginalne warunki konieczne i wystar-
czajace stabilnosci w formie liniowych nieréwnoS$ci macierzowych (ang. linear matrix inequalities — LMIs).
Atrakcyjnos$¢ proponowanego podejScia zwiazana jest z istnieniem tzw. algorytméw punktu wewngtrznego,
posiadajacych relatywnie niska ztozono$¢ obliczeniowa, ktére stuza do rozwiagzania problemdéw optymaliza-
cyjnych z ograniczeniami w postaci LMIs. Dodatkowym atutem takiego postgpowania jest mozliwo$¢ wy-
korzystania otrzymanych wynikéw do rozwiazania problemu syntezy regulatora stabilizujacego niestabilny
asymptotycznie uktad 2D. Jedna niedogodnoscia, ktéra zaweza klasg uktadéw dla ktérych mozemy stosowac
zaproponowane warunki stabilnosci jest to, iz moga one by¢ stosowane dla LRPs z jednym wejSciem i jednym
wyjsciem. Oznacza to, Ze ograniczmy stosowanie warunkéw stabilnosci do uktadéw 2D, gdzie w przypadku
opisu modelem stanowym Roessera mamy podwektor pionowy badZ poziomy o dlugosci réwnej 1.

W prezentowanym artykule przyjeliSmy nastgpujace oznaczenia: macierze zerowe i jednostkowe odpo-
wiednich wymiaréw sa oznaczone przez 0 i I. Ponadto, M > 0 oznacza, ze macierz M jest rzeczywista,
symetryczna i dodatnio okre§lona, a M < 0 oznacza ze macierz M jest rzeczywista, symetryczna i ujem-
nie okreslona. Operatory o (M) oraz p(M) oznaczaja odpowiednio spektrum oraz promieni spektralny danej
macierzy M, a M1 oznacza ortogonalne uzupetnienie macierzy M.

W toku przeprowadzanych dowodéw przydatne bgda réwniez nastgpujace lematy, ktérych dowody i za-
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stosowania zostaly przedstawione w [8, 12, 4].

Lemat 1 Dla dyskretnego uktadu liniowego o transmitancji G(z) i odpowiedzi czestotliwosciowej
G =C(e’T-A) "1 B+D
nastepujqce nierownosci sq sobie réwnowazne
(i)

. T .
lG(eﬁ)] Il [G(em <0, VOER (1)

1 1

gdzie 11 jest danq rzeczywistq macierzq symetryczng.

(ii)
T T
ABl"[-P @ 1[aB] [cD cDp
l[ o] [Q P—2QHI o]%oz] Hloz]*o 2

gdzie Q) > 0, P jest macierzq symetryczng.

Lemat 2 Dla ciqglego uktadu liniowego o transmitancji G(s) i odpowiedzi czestotliwosciowej
G(jw)=C(jwl—A)"B+D
nastepujqce nierownosci sq sobie rownowazne
(i)
Giw)" . [Glw)
[ } ] H[ } ]«), Vw € R, 3)

gdzie 11 jest danq rzeczywistq macierzq symetryczng.

(ii)
T T
AB"[—oprP)[AB] [cD cD
[I 01 [P OHJ 0%[011 Hlozko @

gdzie () > 0, P jest macierzq symetryczng.

Lemat 3 Dla danej macierzy symetrycznej W € R™*™ oraz dwéch macierzy 11, X odpowiednich rozmiaréw,
istnieje macierz W taka, Ze
U4+ W'S + STWI < 0

wtedy i tylko wtedy gdy poniisze nieréownosci macierzowe sq spetnione dla macierzy W

eIt <o, stost? <o (5)

2. Liniowe procesy powtarzane i ich stabilnosé¢

Poniewaz dynamika wzdluz pasa liniowych proceséw powtarzalnych moze by¢ opisywana réwnaniem
r6znicowym lub rézniczkowym zmiennej niezaleznej (ktéra moze mie¢ charakterystyke czasowa badz prze-
strzenna), dwie podklasy liniowych proceséw powtarzalnych moga by¢ rozwazane

o dyskretne LRPs, gdzie dynamika w obu kierunkach jest opisywana réwnaniem réznicowym,
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e rézniczkowe LRPs gdzie, w przeciwienstwie do dyskretnych LRPs, dynamika wzdtuz pasa opisywana
jest réwnaniem rézniczkowym zmiennej niezaleznej (dynamika z pasa na pas jest wcigz opisywana
rOwnaniem réznicowym).

Model stanowy rézniczkowego LRP ma nastgpujaca, powszechnie znana [10], formg dla0 <t < o, k > 0

Tp11(t) =Anzp41(t)+Ar2yk (t) + Brugyi ()

6
Yra1(t) =Ao1xpy1(t)+ Asoys (t)+ Boug1(t) ©

W powyzszym réwnaniu, k oznacza indeks pasa (powtdrzenia), 25 (t) € R™ jest wektorem stanu, yi(t) € R™
jest wektorem profilu pasa (wyjscia), uz(t) € R! jest wektorem sterowan.

Do pelnego opisu procesu nalezy jeszcze zdefiniowaé warunki brzegowe, ktére w niniejszym artykule
maja nastgpujaca forme (lecz inne formy sa réwniez mozliwe):

$k-+1(0) = dk+1, k > 0, (7)
w(t) = f(t), 0<t<a
gdzie f(t) jest znang funkcja zmiennej t € [0, o] a d+1 € R™ jest wektorem statych elementéw .
W przypadku dyskretnego LRP, model stanowy ma ponizsza postac dla0 < p < a, k > 0
Tr41(p + 1) =Anzpr1(p) +Ar2yk (p) + Brugs1 (p) ®

Ykt1(p) =A217141(p) +A20Yx (p) + Baug41(p)

W powyzszym réwnaniu przyjmujemy te same oznaczenia jak w przypadku modelu (6). Powtérnie nalezy
réwniez zdefiniowa¢ warunki brzegowe, ktére moga by¢ zdefiniowane w nastgpujacy sposob

r41(0) = diy1, k>0,
yo(p) = f(p), p=0,1,...,a—1

Jak juz zostato wspomniane we wprowadzeniu, w celu otrzymania warunkéw koniecznych i wystarczajacych
stabilno$ci asymptotycznej uktadéw 2D uzyjemy zestawu warunkéw stabilnoSci wzdtuz pasa LRPs.

Badanie stabilnosci powyzej przedstawionych proceséw odbywa si¢ z wykorzystaniem teorii stabilnosci
uktadéw 2D po wprowadzeniu drobnych modyfikacji, ktére jednak nie maja wptywu na stabilno$¢. W tym
celu definiujemy operatory przesunigcia z;, 2o wzdluz pasa (kierunek p) i z pasa na pas (kierunek k)

©))

z(p) ==1zk(p + 1),
Yk(p) *=22Yk+1(p)
W takim przypadku dwuwymiarowy wielomian charakterystyczny dla dyskretnych LRPs (8) jest zdefiniowa-
ny jako
I— 241 -2
z1, 29) = det
Pl 22) ([ —29A91 I — 22A2

Z drugiej strony poprzez zastosowanie przeksztalcenia s/z zamiast z;/zy jak to bylo powyzej, wielomian
charakterystyczny dla r6zniczkowych LRPs (6) jest uzyskiwany

. sl — Ay —Ap
p(s,z) = det (l Ay T oAy ])

Na podstawie tych wielomianéw charakterystycznych, warunki stabilnosci dla dyskretnych i rézniczkowych
LRPs moga by¢ zdefiniowane.

Lemat 4 [10] LRP jest stabilny wzdtuz pasa wtedy i tylko wtedy gdy

a)
p(s,z) #0, ¥ (s,2) : Re(s) 2 0,]2] < 1

w przypadku rézniczkowych LRPs (6)
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b)
p(z1,22) #0, V (21,22) : |21] < 1,]22| <1

w przypadku dyskretnych LRPs (8)

Poniewaz, powyzsze warunki stabilnosci (uzyskane przy bezposrednim wykorzystaniu teorii stabilnosci ukta-
déw 2D) oparte sa 0 wyznaczanie zer dwuwymiarowego wielomianu charakterystycznego i dlatego brak jest
odpowiednich narzedzi do ich sprawdzenia gdyz liczba tych zer moze dazy¢ do nieskoficzonosci. Dlatego sko-
rzystamy z innego zestawu warunkéw stabilnoSci, ktére to zostana uzyte w dalszej czgsci artykutu. Zestawy
tych warunkéw podane sa ponizej, odpowiednio dla wersji rézniczkowej i dyskretnej LRP.

Lemat 5 [I11] Rozniczkowy LRP (6) jest stabilny wzdtuz pasa wtedy i tylko wtedy gdy nastepujqce warunki
sq spetnione:

o p(Ag) <1
° Re(p(AH)) <0

o wszystkie wartosci wlasne G(s) = Ag1(sI — A11) "t Ao + Ags gdy s = iw majg moduty mniejsze od 1
V rzeczywistych czestotliwosci w 2 0.

gdzie Aq1, A1o, Ao, Aoo sq macierzami modelu stanowego LRP (6).

Réwnowazny zestaw warunkow stabilnosci wzdtuz pasa moga zostaé zdefiniowane réwniez dla dyskretnych
LRPs.

Lemat 6 [11] Dyskretny LRP (8) jest stabilny wzdtuz pasa wtedy i tylko wtedy gdy nastepujqce warunki sq
spetnione:

e p(A) <1
o p(A1) <1
o wszystkie wartosci wtasne G(2) = A9 (21 — A11) "L A1a + Ao V|2| = 1 majq moduty mniejsze od 1.

Oczywistym jest, ze sprawdzenie dwoch pierwszych warunkéw w powyzszych twierdzeniach nie sprawia
zadnych probleméw, gdyz sa to znane warunki stabilnosci dla klasycznych uktadéw 1D. Problemem nato-
miast jest warunek trzeci, gdyz wymaga obliczen dla wszystkich punktéw (ktérych jest nieskoriczona liczba)
na kole jednostkowym lub dla wszystkich czgstotliwosci (jesli rozwazac bedziemy rozwazaé interpretacje
tego warunku w dziedzinie czgstotliwosci). Dlatego tez sprawdzenie tego warunku taczy si¢ duzymi proble-
mami natury obliczeniowej. Dodatkowo utrudnieniem jest analiza stabilno$ci proceséw z wieloma wejSciami
i wieloma wyjSciami (ang. MIMO - Multi-Input Multi-Output). W takim przypadku sprawdzenie warunku
trzeciego komplikuje sig, gdyz wymaga wyliczenia warto$ci wtasnych macierzy transmitancji G(s) lub G(z),
ktéra w przypadku MIMO jest macierza wielomianowa, i dla kazdej wartoSci wtasnej nalezy wykresli¢ wta-
Sciwej charakterystyki. Z tego wlasnie powodu ograniczymy si¢ do proceséw o jednym wejsciu i jednym
wyjsciu (SISO).

W celu ominigcia wskazanych probleméw, poszukiwaé musimy metody, ktéra umozliwi nam przeksztat-
cenie nieskonczonej liczby nieréwnosci (dla wszystkich czestotliwosci) zdefiniowanych w dziedzinie czgsto-
tliwosci w problem ze skoficzona liczba niewiadomych. OczywiScie przeksztalcenie musi zosta¢ dokonane bez
wprowadzania jakiegokolwiek stopnia konserwatywnoS$ci. Aparatu takiego dostarcza znany lemat Kalman-
Yakubowicz-Popov’a ustanawiajacy rownowazno$¢ pomigdzy nieréwnosSciach zdecydowanymi w dziedzinie
czestotliwosci a problemem poszukiwania macierzy o znanych rozmiarach spetniajacych pewne nieréwno-
$ci macierzowe [7]. Problemem pozostaje jednak przeksztalcenie tej nieréwnoSci macierzowej do postaci
LMI, umozliwiajacej jego rozwiazanie przy pomocy znanych pakietéw numerycznych. Zostanie to pokazane
w sekcji 4. niniejszego artykutu. Wczesniej jednak zapoznamy si¢ z modelami uktadéw 2D i zaleznoSciami
pomiedzy modelami stanowymi LRPs i uktadéw 2D.
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3. Modele liniowych ukladéw 2D i proceséw powtarzalnych

Poniewaz liniowe procesy powtarzalne, jak to juz zostalo wczesniej wspomniane, sa szczeg6lna podklasa
liniowych uktadéw 2D to dlatego posiadaja wiele strukturalnych podobieiistw z tymi uktadami. Dzigki temu
modele Roessera i Fornasiniego-Marchesiniego moga zosta¢ uzyte do modelowania dyskretnych i réznicz-
kowych proceséw powtarzalnych oraz do ich analizy z wykorzystaniem teorii uktadéw dwuwymiarowych.
Z drugiej strony, czg$¢ istniejacych rozwiazan dla probleméw analizy proceséw powtarzalnych moze byé
bezposrednio zaadaptowanych do analizy uktadéw dwuwymiarowych. Ponizej zostanie pokazane jak model
dyskretnego LRP moze zostaé osadzony w modelu stanowym Roessera lub Fornasiniego-Marchesiniego, kt6-
re to uzywane sa opisu uktadéw liniowych 2D. Postgpujac analogicznie bedziemy mogli przeksztatci¢ model
rézniczkowego LRP do postaci ciaglo-dyskretnego (hybrydowego) modelu stanowego 2D.

Aby przeksztatci¢é model dyskretnego LRP do postaci modelu Roessera nalezy tylko zdefiniowaé nowe
zmienne

r=k+1,
(10)
yk(P) =vk11(p) = vr(p),
aby model stanowy (8) przybrat strukture réwnania stanu modelu Roessera podanej ponizej
z(p+1) An Ax z(p) By
= + u 11
[ 0r41(p) [ An A || || By |V W) (an

Oczywistym jest, ze spogladajac na powyzszy model mozemy stwierdzi¢ iz, wektor profilu pasa yi(p) peni
rolg pionowego wektora stanu, a wektor stanu pasa xx1(p) petni role poziomego wektora stanu. Réwnocze-
$nie, wektor profilu pasa jest bezposrednio wektorem wyjs¢, oznaczonym tutaj przez z,(p)

() =v,(p) = 0 1] [ﬁgg ] (12)

Réwnoczesnie, modele w przestrzeni stanéw liniowych proceséw powtarzalnych moga zostaé przeksztatcone
do postaci modelu Fornasiniego-Marchesiniego. Aby tego dokonac, zdefiniujmy nastgpujace macierze na pod-
stawie modelu dyskretnego LRP

>~ A11 A12 >~ 0 0 50 Bl 5 0
Al — [ 0 0 ; A2 — A21 A22 3 Bl — 0 ) BQ - B2 (13)
oraz rozszerzony wektor stanu

zp(p+1)

Tp+1L,k+1)= [ ()

Co wigcej, zdefiniujmy wektor wejs¢ jako
i(p+1,k) = t(p, k+1) = uk(p)
i wtedy réwnanie (8) moze zosta¢ rozpisane w nastgpujacej postaci
Fp+1,k+1) = Aji(p, k + 1) + Asi(p + 1,k) + Bra(p, k + 1) + Bati(p + 1, k) (14)

ktéra jest jedna z form modelu Fornasiniego-Marchesiniego.

Na podstawie powyzszych przeksztatcer widac, iz model stanowy LRP jest réwnowazny réwnaniu stanu
modelu Roessera. Dlatego warunki stabilnoSci LRPs mozemy bezposrednio zastosowac do analizy stabilno$ci
uktadéw 2D.

Postepujac w analogiczny sposéb mozemy przeksztatci¢ modele stanowe rézniczkowych LRPs do postaci
modeli ciagglto-dyskretnych (hybrydowych) uktadéw 2D przedstawionych ponize;j

ar(t) | _ | A A z(t) By
vr+1(1) 1 B [ Aoy Ago [ vp(t) + By 1““(75) (15)
Btk +1) = A2tk + 1) + Asd(t, k) + Brai(t, k + 1) + Boa(t, k) (16)
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4. Nowe konieczne i wystarczajace warunki stabilnosci asymptotycznej ukladéw 2D

W niniejszej sekcji przedstawimy gtéwny rezultat prezentowanego artykutu. Majac na uwadze zaleznoS$ci
pomigdzy modelami stanowymi LRP a ukladu 2D oraz znajac konieczne i wystarczajace warunki stabilnos$ci
wzdluz pasa LRP mamy nastgpujacy rezultat.

Twierdzenie 1 Liniowy dyskretny uktad 2D jest stabilny asymptotycznie wtedy i tylko wtedy gdy istniejq ma-
cierze W, R = 0, S = 0, Q@ >~ 0 oraz symetryczna macierz P takie, Ze istnieje rozwiqzanie ponizszych
LMIs

A%}RAQQ —R=<0 (17)
A%}S’AH -S=<0 (18)
-P Q+wT 0 0
Q+W P-2Q — ALWT — WA —WA, AL <0 (19)
0 —AL,wT -1 AL
0 A2y Ay 1

Dowodd 1 Oczywistym jest, iz nieréwnosci (17) i (18) sq bezpoSrednim wynikiem zastosowania teorii stabil-
noSci Lapunowa dla dyskretnych uktadow liniowych. Aby otrzymaé LMI (19), nalezy w pierwszej kolejnosci
zaobserwowad, iz dla dyskretnego LRP trzeci warunek Lematu 6 jest réownowazny nierownosci (1) lub (2) dla

1 0
opisujqcej wybrany obszar plaszczyzny zespolonej - w tym przypadku kota jednostkowego - zobacz [7] aby

poznac wigcej szczegotow. Przyjmujac wezeSniej opisane oznaczenia macierzy w modelu stanowym Roessera,
nierownosc¢ (2) moze zostac zapisana jako

AT 10 -P Q 0 A Ar
[AlTl()I] Q P-2Q+A% Ay AL Ay I 0 |=<0 (20)

teraz nalezy zauwazyd, iz powyzsza nierownos¢ ma forme pierwszej nierownosci w (5). Przyjmujqc nastepu-
jacq notacje

L AT 10 P @ 0
II—= [A%Fl OI‘| ,\I’: Q P_2Q+A51A21 A§1A22
12 0 AL Ay AL Ay —T

otrzymujemy, ze
' = {—I A A12}

Konsekwentnie, dla macierzy ., ktora spetnia drugq nierownos¢ (5)), zastosowanie lematu 3 implikuje, Ze
nieréownos¢ macierzowa (20) posiada rozwiqzanie gdy

P Q 0
Q P—2Q+AL Ay AL Ay | —sym@wWTsT)<0 1)
0 AL Agy AL Ay —T

Jest spetnione. Co wigcej, nierownos¢ (21) jest zawsze spetniona dla ¥ = [0 I O]T. Zastosowanie uzupetnienia
Schur’a do nierownosci (21) daje nam w rezultacie LMI (19), co koriczy dowdd.

W przypadku ciagto-dyskretnego uktadu 2D mamy nastgpujacy rezultat
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Twierdzenie 2 Liniowy ciggto-dyskretny (hybrydowy) uktad 2D jest stabilny asymptotycznie wtedy i tylko
wtedy gdy istniejq macierze W, R = 0, S = 0, Q@ > 0 oraz symetryczna macierz P takie, Ze istnieje
rozwiqzanie ponizszych LMIs

AgQRAQQ —R=<0 (22)
A{ls +SA411 <0 (23)
—Q P+WT 0 0
P+W —ATWT — WA, —WA,, AL
0 —AT,WT 7 oan |~ (24
0 Aaq Agp  —1

Dowdd 2 Dowdd moze byé przeprowadzony w analogiczny sposob jak dla twierdzenia 1. Tym przypadku
korzystamy jednak z nierownosci (4) jako podstawy catego dowodu.

5. Przyklad numeryczny

W niniejszej sekcji zostang przedstawione dwa przyktady numeryczne w celu zademonstrowania efek-
tywnosci zaproponowanych warunkow stabilnoSci dla liniowych uktadéw 2D.

Przyklad 1 Rozwazimy dyskretny liniowy uktad 2D opisany w przestrzeni stanow modelem Roessera z naste-
pujgcymi macierzami

0.5 0.5 0.9
A = [ 1 , Ap = [ ]

0.1 —0.1 0.1 25)

Am:[0402],Am:01

Latwo obliczyé, ze
(A1) = {0.5742, —0.1742}, o(Ag) =0.1

coyli LMIs (17) i (18) twierdzenia 1 sq na pewno spetnione i pozostaje nam sprawdzenie tylko LMI (19).
NierownoS¢ ta jest spetniona dlatego rozwazany dyskretny uktad 2D jest stabilny asymptotycznie. Podkresli¢
nalezy, iz powszechnie znane warunki wystarczajqce stabilnosci, a przedstawione np. w [10] nie sq spetnione
w tym przypadku. Charakterystyka Nyquist'a przedstawiona na Rysunku 1 jest potwierdzeniem, Ze rozwazany
uktad 2D jest stabilny asymptotycznie.

imaginary Axis

Rys. 1. Wykres Nyquist’a stabilnego asymptotycznie dyskretnego liniowego uktadu 2D
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Przyklad 2 Rozwazimy dyskretno-ciqgty liniowy uktad 2D opisany w przestrzeni stanéw modelem Roessera
Z nastepujqcymi macierzami

A _| 2920 03186 [ 28
=1 _0318 —0.8829 |* "2~ | —1.3

(26)
Agy = [ 1.90.2 } . Agy = 0.99

Natychmiast moZemy potwierdzic, iz dwa pierwsze warunki Twierdzenia 2 sq spetnione gdy
o(Dy) =0.99, o(A) ={-2.9775,—-0.8344}

Rownoczesnie trzeci warunek jest tez spetniony dlatego ciqgto-dyskretny uktad 2D (26) jest stabilny asympto-
tycznie, co potwierdzone jest wykresem Nyquist’a na Rysunku 2(a). Jesli jednak A19 = [-3.3 — 1.3]T (co nie

Nyquist Diagram Nyquist Diagram

Imaginary Axis
Imaginary Axis

-1 -08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 -1 -08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Real Axis Real Axis

(a) Stabilny asymptotycznie uktad 2D (b) Niestabilny asymptotycznie uktad 2D
Rys. 2. Wykresy Nyquist’a

ma wpltywu na dwie pierwsze nieréwnosci) to taki uktad 2D nie bedzie juz stabilny asymptotycznie poniewaz
nierownosc (24) nie ma rozwiqzania — zobacz rowniez Rysunek 2(b).

6. PODSUMOWANIE

W niniejszym artykule zaprezentowano analizg¢ stabilnosci liniowych uktadéw dwuwymiarowych z zasto-
sowaniem warunkéw stabilno$ci opracowanych dla liniowych proceséw powtarzalnych. Na podstawie znane-
go faktu o réwnowaznosci stabilno$ci asymptotycznej uktadéw 2D i stabilnodci wzdhuz pasa LRPs, zostato
pokazane, ze mozemy wykorzysta¢ warunki stabilno§ci LRPs do analizy stabilnosci asymptotycznej ukta-
déw 2D. Réwnoczesnie, korzystajac z lematu Kalman-Yakubowicz-Popov’a oraz aparatu liniowych nieréw-
nosci macierzowych pokazano, ze konieczne i wystarczajace warunki stabilno$ci asymptotycznej uktadéw
dwuwymiarowych moga sprowadzone do postaci predestynujacej je do sprawdzenia przy uzyciu znanych
pakietéw do obliczeri inzynierskich. co wigcej, mozliwe bedzie wykorzystanie przedstawionych rezultatéw
do rozwiazania problemu syntezy sterownika badZ badania stabilnosci odpornej. Na zakoniczenie przedsta-
wiono réwniez przyktady numeryczne ilustrujace wyniki rozwiazaf przedstawionych liniowych nieréwnosci
macierzowych.
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