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چكيده
ل ي تحلي برا1افتهيم يل كوادرچر تعميفرانسيق از روش دين تحقيدر ا

ك دو پارامتره ي بستر الاستيروم ي ورق نازك و ضخيكياستات
 گوناگون استفاده شده يط مرزيسنر، با شرايراورق يبراساس تئور

 حاكم بر مسأله شامل سه ابطروسنر، ي ورق رايبراساس تئور.است
چرخش در مجهولات عبارت از .  باشديممعادله و سه مجهول 

با اعمال .  باشدي ورق ميز عموديو خy، چرخش در جهتxجهت
MN، دامنه مسأله بهGDQروش يد و برا شويم مينقطه تقس×

ب ين ترتيبه ا.  شوديهر كدام از نقاط گره، سه معادله تعادل نوشته م
MNمسأله شامل در ( هر نقطه سه مجهول يمعادله و برا3××

MNمجموع  به يط مرزيبا اعمال شرا.  گردديم) مجهول3××
ك دستگاه ي، GDQبي معادلات با ضرايمسأله و گسسته ساز

 پس از حل دستگاه . شودي ماصل معادلات و مجهولات حيخط
 و چرخش ورق در هر نقطه به يز عموديج خي، نتايمعادلات جبر

.دي آيدست م
 بستر ي ورق رويريژه به قرار گين پژوهش تمركز ويدر ا
.  باشدي م3 آزادي لبه يط مرزيب مختلف از شراي، با ترك2پسترناك

 مختلف ي حالت هايج براي پاسخ ها، نتايي همگراي بررسپس از
در استفاده از تعداد GDQت روشيمز.  ارائه شده استيط مرزيشرا

ن يبه ا.  مشابه استي عدديسه با روش هاي گره در مقاترنقاط كم
. شودي حاصل ميقيب با حجم محاسبات كمتر، پاسخ دقيترت

سنر، بستر يافته، ورق رايم يل كوادرچر تعميفرانسيد: يكلمات كليد
.ه گاه آزادي، تك)بستر پسترناك (ك دو پارامترهيالاست

 مقدمه
 باشد ي مي مهندسين سازه هايرها، پوسته ها و ورق ها از مهم تريت

، ييايع دريع ساختمان، صناي مختلف صنعت مثل صنايو در بخش ها
ره كاربرد يو غيآلات صنعتن ي، ماشيي و فضاييع هوايصنا

 به نام ي از دانش مهندسيل، شاخه اين دليبه هم.  داردياگسترده
ن سازه ها و يات اي خصوصيك مواد، به بررسيا مكانيمقاومت مصالح 

 كه در طول سال ها، يبه طور.  پردازدي مي مهندسير سازه هايسا
ن اجزاء به وجود آمده و يف رفتار اي توصي براي مختلفي هايتئور

ن سازه ها تحت يل اي تحلي هم براي حل گسترده اياروش ه
يان همه يدر م.  مختلف استفاده شده استي هايبارگذار

1Generalized Differential Quadrature (GDQ) 
2 Pasternak foundation
3free boundary condition 

ر يي تغي شود، تئوريم استفاده مي ورق ضخي كه براييهايتئور
سنر ابداع شد و بعدها ين بار توسط راي مرتبه اول كه اوليشكل برش

ت يمقبول كرد، داين توسعه پيندلي توسط ميكينامي مسائل ديبرا
ر يين روش بر در نظر گرفتن تنش نرمال و تغياساس ا.  داردياديز

. استوار استي جانبي برشيشكل ها
ي، قرار گرفتن سازه ين مسائل مهندسيع تري از شايكي
گر يك ديا هر عضو الاستي مانند خاك، فُوم ي موادي رويكيمكان

 كرده و رييب، معادلات حاكم بر مسأله تغين ترتيبه ا. است
ي براي گوناگونيمدل ها.  شوديات بستر هم به آن افزوده ميخصوص

از . ك وجود دارديت الاستي خاصيات بستر بر مبنايان خصوصيب
ك يكه به نام مدل بستر الاست باشد يم]1[نكلر يمدل وجمله 

ك مدل كرده ي الاستي بستر را با فنرهاين تئوريا.  شوديشناخته م
ل ين دليبه هم. ردي گي در بستر را در نظر مو فقط اثر تنش نرمال

با استفاده از مدل . باشدي فنرها مستقل از هم ميحركت عرض
ز در ي خيج به دست آمده براين نتاي شود كه بيده مينكلر، ديو

، يش دقت مدل سازي افزايبرا.  وجود داردي ورق گسستگيهالبه
 در ي برشي ها دو پارامتره به وجود آمده است كه اثر تنشيمدل ها

ك ين مدل ها مدل بستر الاستياز جمله ا. كنديبستر را هم لحاظ م
. باشدي م]2[ا مدل پسترناك يبا دو پارامتر 

 مختلف ورق كه به صورت ي هاي حل معادلات تئوريبرا
ي گوناگوني باشد، روش هاي ميل با مشتقات جزئيفرانسيمعادلات د
يلي تحلي روش هايامنه به علت محدود بودن د.  شودياستفاده م

 در ي كاربرد گسترده اي عددين معادلات، روش هايافتن پاسخ ايدر 
ي عدديوترها، استفاده از روش هايبا گسترش كامپ. نه داردين زميا

افته ي شده، گسترش يزيه ري پاي محاسبات عدديهم كه بر مبنا
 حل معادلات ي براي عددي مهم در كاربرد روش هاينكته . است

.  باشديا مشتق آن ميب زدن تابع ي، تقريل با مشتقات جزئيرانسفيد
ق تر باشد، پاسخ هم يب استفاده شده دقي كه هر چه تقريبه طور

علاوه بر دقت پاسخ، حجم كمتر محاسبات هم . ق تر خواهد بوديدق
ياز جمله .  با هم قابل توجه استي عددي روش هايسه يدر مقا

 وزن دار و يمانده هاي، روش باقن روش ها روش اختلاف محدوديا
ن روش ها و ير، اي اخيدر طول سال ها.  باشديروش المان محدود م

افته است و در يي فراوانيبه خصوص روش المان محدود، گستردگ
 مسائل وجود ي برايلي كه پاسخ تحلي از مهندسيعي وسيطه يح

يمانده هاي باقيروش ها. ندارد، نقش خود را پر رنگ نموده است
ب در كل دامنه و يوزن دار و المان محدود، خود تابع را به ترت

 كه روش اختلاف يدر حال.  زنديب مي از دامنه تقرييهاالمان
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ب ي اُپراتور اختلاف محدود تقريله يمحدود، مشتق تابع را به وس
.زنديم

 باشد كه ي اختلاف محدود مي از جمله روش هاGDQروش
ن يا.  داردي در حل انواع معادلات با مشتقات جزئيگسترده اكاربرد 

1990دهه ي شد و در سال هايزيه ري پا1970يروش در سال ها
 توان پاسخ معادلات ين روش ميبا استفاده از ا. دا كرديگسترش پ

و حجم محاسبات كمتر نسبت  را با تعداد نقاط گره يل جزئيانسفريد
.ابل قبول به دست آورد مشابه و با دقت قيبه روش ها

يرق رووافت كه ي را يي توان نمونه هايبا جستجو در مقالات، م
به ]4[ تئو  و]3[ از جمله هان .ل كرده انديرا تحلبستر پسترناك 

. مسأله پرداخته انديكيناميل دي به تحل]5[ و لام يكيل استاتيتحل
 آزاد وجود ي لبه يط مرزيج مسأله با شراي ها، نتاي بررسنيااما در 

ه گاه ي با تكيها ورقيج به دست آمده براينتان پژوهش يدر ا.ندارد
پس از .سه شده استيج موجود در مراجع مقاي، با نتا2رداري و گ1ساده

ه گاه آزاد ارائه شده ي ورق با تكيج مسأله براي روش، نتاياعتبارسنج
م يل كوادرچر تعميفرانسيشود كه روش ديده ميت ديدر نها.است

ط ي با شرايل پاره ايفرانسي حل معادلات دي توانمند برايافته، روشي
.باشدي گوناگون ميمرز

افتهيم يل كوادرچر تعميفرانسيروش د
 ابداع شد و به عنوان ]6[ توسط بلمن3ل كوادرچريفرانسيروش د

 با يل پاره ايفرانسي معادلات د به دست آوردن پاسخي برايروش
. مورد استفاده قرار گرفتاندك  محاسبات تعداد نقاط گره كم و

ن يا.ردي گيك كوادرچر را در بر ميمفهوم انتگرال كلاسDQروش
ك يك تابع نسبت به ييده بنا شده كه مشتقات جزئين ايبر اروش 

 مجزا كه از قبل داده شده است، با يك نقطهي، در يير فضايمتغ
ي نقاط مجزاي همان تابع، در تمامري از مقادي وزنيمجموع خط

، برابر قرار داده )ن نقاط استي از هميكيي اوليكه نقطه (دامنه 
 اختلاف و المان محدود يم، روش هايدانيهمان طور كه م. شوديم

 به دست آوردن ين برايبنابرا.  است4نيي مرتبه پايروش هامحدود 
نقاط ياديزداد از دارد كه از تعين روش ها نيق، اي دقيپاسخ عدد

 چندجمله ي5ب مرتبه بالايبراساس تقرDQروش. گره استفاده كند
ق، ي به دست آوردن پاسخ دقين برايبنابرا.  ها بنا نهاده شده استيا

يسه با روش هاي نقاط گره در مقايار كمترياج به تعداد بسياحت
 تر شدن حجم ن نكته خود باعث كوچكين دارد، كه اييمرتبه پا

م ي هم تعمي حل مسائل چند بعدين روش برايا.  شوديمحاسبات م
 اختلاف محدود معادل ين مرتبه يبا بالاترDQروش. داده شده است

از دارد كه دامنه ين، نيين همانند اختلاف محدود مرتبه پايبنابرا. است

1simply supported boundary condition
2clamped boundary condition
3Differential Quadrature (DQ) 
4low order 
5high order 

ن است ي، اDQ دري اصلينكته .  باشديليمسأله به صورت مستط
.ميل دهيب هر مرتبه از مشتق تشكي تقري را برايب وزنيكه ضرا

يهادشني پيق روش هاي از طريب وزنيبه دست آوردن ضرا
ك روش يص، به ين نقاي رفع ايبرا.  مواجه استيبلمن با مشكلات

اج است كه در انتخاب ي احتيب وزنيدا كردن ضراي پيمناسب برا
ي جبري ظاهريت نداشته باشد و ضمناً سادگي محدودي گره انقاط

 استفاده از چند يبه جا]7[كوان و چانگ. خود را حفظ كند
ي لژُاندر، از چندجمله اي هايا چند جمله اي و ي تواني هاياجمله

 استفاده كردند و فرمول 6اري توابع معياب لاگرانژ به جاي درون يها
ب مشتق مرتبه ي تقريب وزنيردن ضرادا كي پي را برايحي صريبند

ن مشخصات ي را با ايروش]8[چاردز يشو و ر. اول و دوم ارائه كردند
الات يك سينامينه ديل در زميفرانسيدر ارتباط با حل چند معادله د

ب ين ضرايي تعي موجود براي روش هايارائه كردند كه در آن همه 
يل فضايبالا و تحل مرتبه ي هايب چند جمله ايل تقري، با تحليوزن

م يل كوادرچر تعميفرانسيافته است و به روش ديم ي تعميبردار خط
ب مشتق مرتبه ي تقريب وزني، ضراGDQ روشدر. معروف شدافتهي

 شود كه محل انتخاب ي مشخص ميك رابطه ساده جبرياول توسط 
ب ي تقرينب وزيضرا.  كنديجاد نمي آن اي برايتينقاط گره، محدود

ي معرفيك رابطه بازگشتيمشتقات مرتبه دوم و بالاتر، توسط 
ي مشتقات نسبGDQ، روشي عددي روش هايمانند برخ. شوديم

 از ي را به دسته ايل پاره ايفرانسيسازد و معادلات ديرا گسسته م
. كنديل مي تبديمعادلات جبر

 را در يليدامنه مستط، يب وزني به دست آوردن ضرايبرا
. مي كنيم مي نقطه تقسMبهy نقطه و در جهتNبهxجهت

),( ji yxاست و يلي دامنه مستطازي نقطه ا Ni و=…1,,

Mj n)(.  باشدي م=…1,,
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pqcمرتبهيب وزني ضرا nاُم و
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 بستر پسترناكيمعادلات حاكم بر ورق رو
، نسبت به دو )ضخامت(ك بعد ي كه در آن يورق به عنوان سازه ا

ف ي باشد، تعريار كوچك است و در ابتدا مسطح ميگر بسيبعد د
.  شوديزوتروپ فرض ميجنس ورق مورد بحث همگن و ا. گردديم

كسان است يط مختلف  آن در نقايكيزي كه مشخصات فيجنس
 مختلف ي آن در جهت هايكيزي كه مشخصات فيهمگن، و جنس

ياني سطح ميروxyصفحه.  شوديده ميزوتروپ ناميكسان است، اي
ر مكان يي تغيمؤلفه ها.  شوديعمود بر آن انتخاب مzورق و محور

xyzيدر هر نقطه ورق در جهت ها نشان wو,uvب بايبه ترت,,
ز ي دهد، خير شكل ميي ورق تغي در اثر بار خارجيوقت.  شوديداده م

),(ياني از صفحه مينقطه مشخص aa yxA،wباشديم .
 شود ين صورت انجام ميا بستر با روش پسترناك، به يمدل ساز

ر ي تراكم ناپذيه يك لاينكلر، به يك بستر وي الاستي فنرهايكه انتها
 دچار ي برشيه فقط با اعمال شدن تنش هاين لايا.  شوديوصل م

 هم وابسته  فنرها بهيب، حركت عرضين ترتيبه ا.  شودير فرم مييتغ
. شوديم

x

z

y
k Gf

f

 بستر پسترناكيورق رو: 1شكل

، fG باشد و پارامتر   ي م ي عمود يت فنرها يب فنر يضرfkپارامتر
 بـستر بـر    يعكس العمل عمود  ن مدل،   يدر ا . است يه برش ي لا يسخت

: شوديان ميب بين ترتيبه ا آن يحسب پارامترها
)9(2 ,f fp k w G w= − ∇

ك ورق ي. باشدياپراتور لاپلاس م∇2 ورق ويز عموديخwكه
ك دو ي بستر الاستيم كه روي ضخيليك مستطيزوتروپيهمگن ا

، b، عرض آنaطول ورق. ديريپارامتره قرار دارد را در نظر بگ

axbyي است و در لبه هاhضخامت آن ,0;,0 ه گاه ي تكي رو==
ن ي بستر پسترناك به ايسنر روي معادلات ورق رايشكل كل. قرار دارد

. استصورت
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ي حول محور هاي عمودي چرخش هاyψوxψن روابط،يدر ا
xوyباشديم.Dورق،ي خمشيسفت Eته،يسيمدول الاستG

 و 6/5ح برش برابر بايب تصحيضرκ نسبت پوآسون،ν،يشمدول بر
qر ي تنش با روابط زيها منتجه . وارد بر ورق استي فشار عمود

. شوديان ميب
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 عبارت است ازيط مرزيشرا
رداريه گاه گيتك) الف

)20(.0,0,0 === yxw ψψ

axه گاه ساده دريتك) ب ,0=

)21(.0,0,0 === yxMw ψ

byه گاه ساده دريتك) ج ,0=

)22(.0,0,0 === xyMw ψ

axه گاه آزاد دريتك) د ,0=

)23(.0,0,0 === xxyx QMM

byه گاه آزاد دريتك) ه ,0=

)24(.0,0,0 === yxyy QMM

 معادلاتينرمال ساز
ر ي زيرها پارامتي تنش را با معرفيمعادلات تعادل و منتجه ها

.كرديسازتوان نرمال يم
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 برابر خواهند شد بايال ساز تنش هم پس از نرميمنتجه ها
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 شود ازي عبارت مي پس از نرمال سازيط مرزيشرا
رداريه گاه گيتك) الف

)34(.0,0,0 =Ψ=Ψ= YXW
X=1,0ه گاه ساده دريتك) ب
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 به معادلات ورقGDQاعمال روش
 دامنهيگسسته ساز

MNورق به تعداد نقاط گره MوN شود كهيم مينقطه گره تقس×
ن ي دامنه به ايم بندي تقسيبرا.  كنديرا مشخص مyوxدر جهات

.مي كني شف استفاده مي تابع چبِيتعداد نقاط گره، از صفرها
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 معادلاتيگسسته ساز
 شوديجه مي معادلات نتي گسسته سازيبراGDQبا اعمال روش
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pqcو)(m
pqcب ي ضرا

WXياُم مشتقات نسبmتبهمراُم و nمرتبه ,ΨوYΨ نسبت
.باشدي مYوXبه

يط مرزي شرايگسسته ساز
د گسسته ي هم بايط مرزي معادلات تعادل، شرايپس از گسسته ساز

.شود
X=0دررداريه گاه گيتك) الف
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روند حل
ادله بوده و سه  مع3 بستر پسترناك شامليمعادلات حاكم بر ورق رو

.داردyو چرخش در جهتx، چرخش در جهتيز عموديمجهول خ
ل كوادرچر يفرانسيد معادلات توسط روشيپس از گسسته ساز

 هر نقطه داخل ورق نوشته ين سه معادله تعادل براي، اافتهيم يتعم
به . شودي اعمال ميط مرزي مرز، فقط شراي نقاط رويبرا.  شوديم
3بين ترتيا N M×  و به همان تعداد مجهول حاصل يمعادله جبر×
افت يبا حل دستگاه معادلات فوق، مجهولات مسأله .  شوديم
.شوديم

جينتا
، از يب و حل همزمان معادلات جبري ضراي محاسبه يبرا

 در ي ساده سازيبرا. ت استفاده شده اس0.7MATLABبرنامه
. شودير استفاده مي بعد زي بيج، از پارامترهايش نتاينما
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 نازك ي روش در حل معادلات ورق هاييدر ابتدا كارا
)005.0/( =ah2.0,1.0(مي و ضخ/( =ahيبرا.  شودي ميبررس

كنواخت و يتحت بار ssss)(ه سادهه گاي با تكيك ورق مربعينمونه، 
 شود كه يمشاهده م.  شودي مي بستر گوناگون، بررسيبا پارامترها

ش نقاط ي ورق، با افزاياني ميدر نقطه xMيز و ممان خمشيج خينتا
ج به دست آمده با تعداد ين نتايهمچن. شوديگره به سرعت همگرا م

)1111(كمنقاط گره  ج يج موجود در مقالات و نتاي با نتاي، به خوب×
200FKپارامتر بستر.كنديورق نازك مطابقت م  نسبت و=

0.25νپواسون . شودي در نظر گرفته م=
 بستر پسترناك با ي روي ورق مربعياني ميز نقطه ي خييهمگرا: 1جدول

كنواختيساده تحت بار ه گاه يتك

5FG = 20FG =
h/a نقاط گره

w* w*

7×7 2.2593 1.5619
0.005 9×9 2.2640 1.5675

11×11 2.2640 1.5676
Han [3] 2.2640 1.5676

7×7 2.3089 1.5821
0.100 9×9 2.3136 1.5872

11×11 2.3137 1.5873
Han [3] 2.3137 1.5874

7×7 2.4450 1.6380
0.200 9×9 2.4495 1.6418

11×11 2.4495 1.6419
Han [3] 2.4495 1.6419

) ورق نازكي شود كه برايده ميد / 0.005)h a م ي و ورق ضخ=
.ج موجود در مراجع مطابقت دارديا با نتيج به خوبي، نتا)ر موارديسا(

 ورق ي براي و ممان خمشي برشيرويز و ني پاسخ خيياسپس همگر
3.0,20,200,/1.0ات يبا خصوص ==== ahGK FF ν تحت

ردار در ي ساده و گيط مرزيحالات گوناگون شرايبراكنواخت يبار 
.شودي آورده م2جدول 

ي رويورق مربعي و ممان خمشي برشيرويو نز ي خييهمگرا: 2جدول
كنواختي تحت بار ون گوناگيط مرزيشرابستر پسترناك با 

*w *
xM *

xQ
يط مرزيشرا نقاط گره X=0.5 X=0.5 X=0.0

Y=0.5 Y=0.5 Y=0.5

7×7 0.912 1.262 0.341
cccc 9×9 0.913 1.269 0.341

11×11 0.913 1.277 0.339
Han [3] 0.913 1.275 0.339

7×7 1.152 1.224 0.154
scsc 9×9 1.154 1.234 0.156

11×11 1.154 1.236 0.156
Han [3] 1.154 1.236 0.156

7×7 1.186 1.407 0.157
sscc 9×9 1.186 1.416 0.162

11×11 1.187 1.420 0.162
Han [3] 1.187 1.419 0.162

7×7 1.029 1.243 0.152
sccc 9×9 1.030 1.252 0.157

11×11 1.030 1.257 0.157
Han [3] 1.030 1.256 0.157

7×7 1.356 1.585 0.393
csss 9×9 1.358 1.595 0.393

11×11 1.358 1.597 0.392
Han [3] 1.358 1.598 0.392

 دست آمده از  بهي موارد، جواب هاي شود كه در تماميده ميد
يج موجود در مقالات، از دقت قابل قبوليسه با نتايدر مقاGDQروش

ق حاصل يبا تعداد كم نقاط گره جواب دقيعني. برخوردار است
.شوديم

در آزاد لبه يط مرزي شراي برامدلي اعتبارسنجدر مرحله بعد
 آزاد -  ساده-آزاد- ل، ورق سادهين تحليدر ا.  شوديانجام م3جدول

پس از .  قرار گرفته استيكنواخت مورد بررسي، تحت بار يمربع
ر ي تعداد نقاط گره متفاوت، در مقادي جواب ها برايي همگرايبررس

 به دست آوردن پاسخ ينه برايب بستر، تعداد نقاط بهيمختلف ضرا
 با ي ورق مربعيز نقطه مركزي خييهمگرا. شودي ميابيق تر ارزيدق

3و 2يهادر شكل  لبه آزاد ي مختلف از شرط مرزي هابيترك
.نشان داده شده است
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ورق ي و ممان خمشي برشيرويو نز يخييهمگرا: 3جدول
)/3.0,1,/1.0(كنواختيتحت بار sfsfيمربع === ahba ν

*w *
xM *

xQ

FK FG نقاط گره X=0.5 X=0.5 X=0.0
Y=0.5 Y=0.5 Y=0.5

7×7 12.210 11.100 0.436
1 9×9 12.200 11.060 0.426

11×11 12.200 11.080 0.430
1 Lam [5] 11.890 11.100 0.421

7×7 1.587 1.313 0.103
34 9×9 1.591 1.325 0.099

11×11 1.591 1.325 0.100
Lam [5] 1.571 1.334 0.101

7×7 6.747 6.004 0.286
1 9×9 6.743 5.987 0.279

11×11 6.745 5.994 0.282
34 Lam [5] 6.663 6.094 0.276

7×7 1.429 1.169 0.099
34 9×9 1.432 1.181 0.095

11×11 1.433 1.181 0.096
Lam [5] 1.417 1.190 0.097

sssfي ورق مربعيز نقطه مركزيخييهمگرا: 2شكل

ssffي ورق مربعيز نقطه مركزي خييهمگرا: 3شكل

.  شوديده مي دي پاسخ به خوبيي روند همگرا،3و2يدر شكل ها
ج به سرعت همگرا يبا تعداد نقاط گره كم نتا شود كه يمشاهده م

99شده و با . شوديق حاصل مي نقطه گره جواب دق×
يج به دست آمده براي شود كه نتايشخص م م3 جدوليبا بررس
 ساده و يج ورق با لبه هاي آزاد، هر چند به دقت نتايورق با لبه 

قابل ذكر است . خوردار است بري از دقت قابل قبوليست، وليردار نيگ
ج به دست يابد، دقت نتاييش مي بستر افزايكه هر چه پارامترها

ج ي كوچكتر بستر، نتايدر پارامترها.  شوديشتر ميآمده هم ب
ر ذكر شده در مرجع ي با مقاد2%ن حالت يشتريدر بGDQروش

 شود كه يمشخص م3ج جدول ي نتايبا بررس. تفاوت دارد5شماره
ن خطا ي از كمتر×99در مجموع، محاسبه با تعداد نقطه گره

ي ورق با لبه ير حالت هايج سايل، نتاين دليبه هم. برخوردار است
4 در جدول. شوديذكر م×99آزاد با استفاده از تعداد نقاط گره

ب يم با تركينازك و ضخي تنش ورق مربعيز و منتجه هايج خينتا
 مختلف بستر ارائه ي لبه آزاد و پارامترهايط مرزيمختلف شرا

.شوديم
كنواختيتحت بار ي ورق مربع تنشيو منتجه هاز يخجينتا: 4جدول

)1.0/,3.0,1/( === ahba ν
*w *

xM *
yQ

ط يشرا FG h/a X=0.5 X=0.5 X=0.5
يمرز Y=0.5 Y=0.5 Y=0.0

100=FK
5 0.005 1.4971 1.3211 0.5015

0.100 1.6854 1.2715 0.4020
30 0.005 1.0535 0.8520 0.4863

cccf 0.100 1.1612 0.7975 0.3829

300=FK
5 0.005 1.2093 1.0943 0.4349

0.100 1.3272 1.0287 0.3486
30 0.005 0.8989 0.7395 0.4370

0.100 0.9751 0.6825 0.3426

100=FK
5 0.005 3.3576 0.9996 2.2832

0.100 3.5428 0.9394 0.0044
30 0.005 2.8785 0.7835 2.3068

ccff 0.100 3.0372 0.7035 0.0044

300=FK
5 0.005 1.8075 0.9604 1.2524

0.100 1.8933 0.9001 0.0024
30 0.005 1.5474 0.6965 1.2678

0.100 1.6138 0.6347 0.0024
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كنواختيتحت بار ي ورق مربع تنشيو منتجه هاز يخجينتا: 4لجدوادامه 

)1.0/,3.0,1/( === ahba ν
*w *

xM *
yQ

ط يشرا FG h/a X=0.5 X=0.5 X=0.5
يمرز Y=0.5 Y=0.5 Y=0.0

100=FK

5 0.005 1.9417 0.7746 0.4684
0.100 2.1456 0.7411 0.4279

30 0.005 1.3672 0.4719 0.4873
cfcf 0.100 1.4858 0.4427 0.4263

300=FK

5 0.005 1.4798 0.5898 0.3948
0.100 1.5916 0.5481 0.3549

30 0.005 1.1169 0.3863 0.4264
0.100 1.1928 0.3559 0.3678

100=FK

5 0.005 5.7875 0.1355 18.6902
0.100 5.0964 0.1491 0.1002

30 0.005 5.6986 0.1341 15.3444
cfff 0.100 5.7761 0.1396 0.0751

300=FK

5 0.005 2.4140 0.2165 5.5106
0.100 2.4675 0.2066 0.0165

30 0.005 2.2453 0.1529 4.2477
0.100 2.2872 0.1440 0.0111

100=FK

5 0.005 3.0939 1.7626 -
0.100 3.2473 1.6729 -

30 0.005 1.7785 1.0088 -
scsf 0.100 1.8462 0.9309 -

300=FK

5 0.005 1.9873 1.2909 -
0.100 2.0571 1.2073 -

30 0.005 1.3436 0.8233 -
0.100 1.3832 0.7546 -

 گوناگون و يط مرزي با شراي ورق مربعيز عموميدر ادامه كانتور خ
)3.0,30,300,/1.0(اتيخصوص ==== ahGK FF ν در شكل 

. شوديش داده مي نما6 تا 4يها
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تحت بار گستردهccff ورقيز عموميش خينما: 4شكل 
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تحت بار گستردهscsf ورقيز عموميش خينما: 5شكل

.  آزاد انجام شدي لبه ي ورق با چهار شرط مرزيل براين تحليهمچن
ي نقاط ورق، داراي شود كه همه يده ميج به دست آمده، ديدر نتا

.ج استيگر صحت نتايل دي باشد كه دليكسان ميز يخ
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بار گستردهتحت ffff ورقيز عموميش خينما: 6شكل
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 ورق يز عمومي خي مختلف بستر روين اثر پارامترهاي ب7در شكل 
cfffي از ورق مربعين بررسيدر ا.  صورت گرفته استيسه ايمقا

)3.0,/1.0(اتيتحت بار گسترده با خصوص == ahν استفاده شده 
ش داده شده يورق نماي روY=5.0ز در محل ي خيمنحن. است
ار يز بسي خيروFKر پارامتريي شود كه اثر تغي ملاحظه م.است

 شود كه با يده مين دي همچن. باشديمFGر پارامترييشتر از تغيب
. شودي ورق كمتر ميز عموميخ بستر، يشتر شدن پارامترهايب
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*

KF=100,GF=1
KF=100,GF=100
KF=100,GF=300
KF=300,GF=1
KF=300,GF=100
KF=300,GF=300

cfff ورقي روY=5.0هيدر لاز يش خينما: 7شكل

بندي و جمعيگيرنتيجه
، در حل افتهيم يل كوادرچر تعميفرانسيد شود كه روشيده ميد

ن روش با يدر ا. ار كارآمد استي بسي روشيل جزئيفرانسيمعادلات د
. شوديق حاصل ميج دقيحجم كم محاسبات، نتا

ن يآزاد در البه يط مرزي شرايه براج به دست آمدين نتايهمچن
 قرار ي بستر، مورد بررسيپژوهش ارائه شد و براساس پارامترها

.گرفت

فهرست علائم و اختصارات
DQل كوادرچريفرانسيد

GDQافتهيم يل كوادرچر تعميفرانسيد
sه گاه سادهيتك
fه گاه آزاديتك
cرداريه گاه گيتك
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