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Introduccion

HNanca tienso en ef ;
yarmeirin ]

sent Einatein

Existe un sinfin de problemas que surgen de manera natural en
diferentes areas de la ciencia y la tecnologia, los cuales se resuelven
mediante el planteamiento y solucién de uno o varios sistemas de ecuaciones
lineales de gran tamaro, que suelen ser dispersos. Ejemplos comunes de
ellos son: simulacién de yacimientos, modelacién de plantas quimicas,
simulacion de circuitos de alta escala de integracion, analisis estructural,
ecuaciones en derivadas parciales, ... etc.

Cuando se manejan sistemas tan grandes, en caso de que el vector
independiente varie, y la matriz permanezca intacta, resulta conveniente
resolverlos via factorizacién LU, ya que ésta se realiza una vez por matriz.
Ademas de ello, si la matriz es dispersa, como en los casos citados, debe
aprovecharse el hecho de que la mayoria de sus elementos son nulos para
reducir tanto los célculos como el almacenamiento empleado, y por ello, se
han desarrollado diferentes métodos para resolver este tipo de sistemas.

Sin embargo, dichos métodos tienen, en general, una sobrecarga de
procesamiento (por ejemplo, al generar y acceder estructuras de datos
complejas, al hallar el ordenamiento adecuado,...etc. [GEO-81]), y puede
decirse que los algoritmos secuenciales han llegado a su limite en cuanto a
la reduccion de su complejidad en tiempo. Incluso, también en la
implantacién de estos algoritmos en un computador secuencial existen limites
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fisicos dados por la arquitectura, cada vez mas cerca de alcanzarse con los
Gltimos avances de la tecnologia. Es asi como el procesamiento paralelo ha
revolucionado al mundo cientifico, ya que promete grandes mejoras en
tiempo con respecto a la forma tradicional de hacer las cosas. Un algoritmo
secuencial, entonces, comienza a ser adaptado, o completamente
desechado, en el disefio de diferentes algoritmos paralelos cuyos resultados
sean los mismos, aunque los tiempos de ejecucién puedan variar mucho
dependiendo de la arquitectura en la que sean implantados. No obstante, es
interesante destacar que son muchas las veces en que esta promesa contra
el tiempo no es cumplida por los algoritmos paralelos, ya que los tiempos de
comunicacién entre procesadores son altamente significativos sobre el
tiempo total de procesamiento, y no siempre los investigadores han
desarrollado algoritmos que mejoren al respectivo secuencial.

Por lo antes expuesto, resulta importante e interesante el proponer
algoritmos para resolver la factorizacién LU de matrices dispersas, que sean
cada vez mas eficientes en la utilizaciéon de los recursos computacionales
disponibles, como bien puede serlo una red de procesadores con
determinadas caracteristicas.

En este trabajo se paralelizd de manera novedosa la factorizacion LU
de matrices dispersas, mediante la obtencién de un conjunto de pivotes que
cumplan ciertas propiedades para que puedan procesarse simultaneamente,
logréndose muy buenos resultados en tiempo de ejecucion. En el Capitulo 1
ofrecemos un resumen de los principales conceptos bésicos necesarios para
abordar la factorizacién LU de matrices dispersas en paralelo, que se ha
dividido en dos secciones: Algebra Lineal y Computacion Paralela, las cuales
podrian evitar sin problemas los conocedores en - descomposicion LU
dispersa y procesamiento paralelo respectivamente. En el Capitulo 2, nos
referiremos a algunos trabajos realizados en torno al problema en cuestién,
en cuyos resultados nos basamos para disefar el algoritmo paralelo
propuesto, el cual se presenta con detalle en el Capitulo 3. Finalmente, en el
Capitulo 4, presentamos un estudio de los tiempos de ejecucidn obtenidos, y
son comparados con los arrojados por un programa secuencial comercial
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muy conocido en el area de matrices dispersas: el Y12M, mostrandose una
aceleracién creciente a medida que se incrementa el numero de
procesadores. Adicionalmente, incluimos un apéndice en el que se describen
algunas rutinas provistas por el lenguaje de programacién utilizado, y otros
detalles de implantacion.

vi



Capitulo 1

Conceptos Basicos

cmlgmmﬂmdeemdwé ... "
Rarl Popper

E! propdsito de este capitulo es mostrar el basamento tedrico en que

nos hemcs apoyado para e! desarrollc del presente trabajc especial de
grado, y por tratar conceptos relacionados cen dos diferentes areas de la
computacion, lo hemos divididc en las siguientes secciones:

1)

2)

Algebra Lineal:

Presentamos los algoritmos clasicos de Eliminacion Gaussiana 'y
Factorizacién .U como métodos directos para la resolucion de sistemas
de ecuaciones lineales, una variante: la factorizacion LU con matrices
dispersas, y algunos hechos importantes a considerar para la
paralelizacion-de la misma.

Computacién Paralela:

Inicialmente veremos el per qué del auge del paralelismo, particularmente
en el campo del andlisis numérico, para luego considerar una
clasificacion que divide a los computadores segun coémo relacionan sus
instrucciones con los datos que estan siendo procesados. Presentaremos
también una arquitectura paralela ejemplo del modelo MIMD: la
PARSYTEC MC-3 DE. .




Capitulo 1 Conceptos Bésicos

1.- ALGEBRA LINEAL

Como nuestra meta es la factorizacion LU de matrices dispersas,
usada para resolver sistemas de ecuaciones lineales, es necesario que
recordemos las siguientes definiciones y métodos:

Definicion 1.1

Un Sistema de Ecuaciones Lineales de orden n consiste de n
ecuaciones con n variables, que puede ser representado en forma matricial
como el problema

Ax=Db (1.1)

donde A,,, es la matriz de coeficientes, b € 97" es el vector independiente, y
x € 9" es el vector incognita o vector solucion. Efectuar el calculo
necesario para hallar x (o un valor aproximado a x) constituye !a resolucion
numérica del sistema de ecuaciones lineales.

a.) Eliminacion Gaussiana

La eliminacién Gaussiana es un método directo que permite la
reduccion de un sistema de ecuaciones lineales a un sistema triangular
superior equivalente al original, el cual se resuelve posteriormente por
sustitucion hacia atras.

Basicamente, el procedimiento es el siguiente: la primera ecuacion se
usa para eliminar la primera incégnita de las n-1 ecuaciones restantes; luego,
la segunda ecuacién modificada se usa para eliminar la segunda incognita de
las n-2 ecuaciones restantes. Este proceso se repite hasta alcanzar la

penultima fila, momento en que se ha obtenido un sistema triangular sencillo .

de resolver. Cabe destacar que ei orden de las ecuaciones es arbitrario, y el
método puede realizarse seguin cualquier ordenamiento.

Sea el problema (1.1) expresado en forma matricial como se aprecia
en (1.2) "
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8o Qo1 0 Gon- Xo b,
= g v Qg X4 by
Ax=b = . F & T =] (1.2)
8n40 Gna1r 7 Gnctnt ) \Xao b,

El procedimiento especifico de operaciones aritméticas usadas en este
método es el siguiente: Supongamos que a, o#0; entonces se puede eliminar
Xp de las n-1 ecuaciones restantes tomando de la i-ésima ecuacién los
multiplicadores:

a "
my, = —% 1<i<n (1.3)
ao,o

de la primera columna de A. Entonces, para ilustrar mejor el proceso,
incorporamos a la notacion un supraindice en ei cual se indique el ultimo
paso de eliminacion donde se actualizéd una posicion dada, el sistema (1.2)
se transforma en:

(0) (0) (0) 0
o Qo1 - Qop-1 Xo b{*

(1) (1) (1) 1
A Mk (1.4)
(1) (1) (1) 1

a0 @nia 7 9nlipa Xn-1 b,(,.)
donde los nuevos coeficientes estan dados por
(M _ 500 ©) : 2
aj; =48 —Mg-8y, 1<i,j<n (1.5)
(N _ KO ) T
bi - b/ — Mg - bo
3
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Aplicando sucesivamente esta operacion sobre la submatriz de orden
menor (n-1 x n-1), finalmente se obtiene una matriz triangular superior, y un
vector b modificado, convertiendo el problema Ax=b en Ux=b ,que se
resuelve mediante el método de ascenso 0 sustitucién hacia atras, en el que
en forma general, la solucion viene dada por:

n-1
K _ o,
b /; ay) - x,
=k+1
Xy = k
(k)
Ay

n-1,.,0 (1.6)

b.) Factorizacion LU

En el método de la Factorizacién LU se construye una matriz L en la
que de forma conveniente se conservan los multiplicadores hallados durante
la Eliminacion Gaussiana, y es después de realizado que se toma en cuenta
ai vector independiente para la resolucion del sistema, e! cual se resueive en
las siguientes cinco etapas:

1. Descomponer A para obtener L, U, Ty p, que satisfagan:

Aﬂ,-,pjz(LU)i,_i Vi, j/0<i,j<n (1.7)
donde L es una matriz triangular inferior de orden n x i1, cOn uUNOS en la
diagonal, U es una matriz triangular superior de orden n x n, y ©y p son
vectores de permutacion de orden n, los cuales surgen en esta ecuacidon
debido a aque las filas y columnas pueden haber sido permutadas durante
la factorizacion LU por algin interés particular, como preservar estabilidad
numérica y ademas asegurar que también Ly U sean dispersas.

2. Permutar b de acuerdo a c; = bn_, 0 <i<n, para obtener un vector c.
i

3 Resolver el sistema triangular Ly = c para obtener un vector . Este
sistema se resuelve mediante sustitucion hacia adelante.

4 Resolver el sistema triangular Uz = y para obtener un vector z. Este
sistema se resuelve por sustitucion hacia atras.
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5. Permutar z de acuerdo a xpj =Zj, 0<j<n, para obtener el vector

solucion x.

Existen seis formas de llevar a cabo la factorizacién LU, dependiendo
de como se recorra la matriz en cada paso, y del orden en que son hallados
los multiplicadores respecto a las actualizaciones. De todas ellas
detallaremos el algoritmo para la forma kji, que es orientada por columnas,
tanto el célculo de los multiplicadores, como las actualizaciones. Haremos
abstraccion, por simplicidad, del posible proceso de intercambio de filas y/o
columnas, asi como del paso de factorizacién que actualizd un elemento
dado, volviendo a la notacién de supraindice cuando sea necesario.

Para k=0 hasta n-2 hacer
Para s=k+1 hasta n-1 hacer
sk =asi/ag k

Fpara
Para j=k+1 hasta n-1 hacer

Para i=k+ [ hasta n-1 hacer
gjj=ajj- li,k'ak.j
Fpara
Epara
Fpara

ara

£n este algoritmo, se fija el nimero del paso k, con el pivote asociado
ak k; se calculan los multiplicadores |i,k: con i=k+1, k+2, ... , n-1, y se
actualiza cada columna de la matriz no factorizada.

Como puede observarse, la factorizacion LU exige que los pivotes a k
sean rio nulos, y en caso de encontrar uno, es necesario alterar el orden de
las ecuaciones de la submatriz remanente para encontrar un nuevo pivote
que no sea cero, realizando permutaciones por fila y/o columna pues el
método puede realizarse segln cualquier ordenamiento y obtener resultados
identicos tedricamente. Sin embargo, al implantar la factorizacién LU en un
computador suele ser conveniente intercambiar ecuaciones, adn cuando no
se encuentren pivotes ceros, ya que los calculos: se efectian con una
precision finita, y este hecho afecta drasticamente los resultados, requiriendo
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entonces que sea reexaminada la selecciéon de pivotes. Para mantener la
estabilidad numérica durante la descomposicion LU 'y asi obtener una
solucién confiable, es necesario incorporar un mecanismo que evite que

elementos de la matriz con valores muy cercanos a cero sean tomados como
pivotes, como por ejemplo, el pivoteo parcial.

b.1) Matrices Dispersas

A continuacion definiremos un tipo especial de matrices para las
cuales hay que tomar consideraciones adicionales durante su factorizacion,
en la que no basta controlar la estabilidad numérica.

Definicion 1.2

Una matriz dispersa es aquella en la que la "mayoria" de sus
elementos son cero. Sin embargo, no existe un criterio absoluto que permita
establecer la cantidad de elementos nulos que debe tener una matriz para
que sea considerada dispersa, debido a que es un término relativo al
algoritmo a implantar, ya que depende si éste expiota ¢ no la existencia de
lcs ceros de la matriz.

Ahora bien, un algoritmo explota la existencia de los ceros de la matriz
si posee estructuras de datos adecuadas, en las que no se almacenen los
elementos nulos, y evita que se realicen calculos sobre estos elementos. En
el caso que nos ocupa, la Factorizacion LU, es necesario ademas evitar que
la matriz factorizada se vuelva densa para hacer buen uso de los recursos
computacionales. Para explicar mejor esto, debemos observar la diferencia
existente entre los siguientes dos eventos que comunmente ocurren durante
la factorizacion:

1. Actualizacion: En una actualizacion, una posicion ajj existente cambia su .

valor numérico, y en el caso particular en que su nuevo valor sea cero,
ocurre una cancelacién, que se trata modificando la estructura de la
matriz, eliminando la entrada en cuestion de dicha estructura.
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2. Rellenos: Un relleno, (“fill-in), surge cuando una posicién ai,j que no
existe en la estructura toma un valor numerico distinto de cero. Esto
implica que debe asignarse el espacio fisico para dicha posicion, y hacer
las modificaciones necesarias en las estructuras que permitan acceder a
ella.

La ocurrencia de muchos rellenos pueden hacer que de una matriz A
dispersa, se obtengan factores L y U densos ambos, siendo esto a todas
luces indeseable, como se explicd anteriormente, siendo necesario idear un
mecanismo de control de rellenos.

El relleno a generarse en la descomposicion LU puede ser controlado
mediante la escogencia apropiada de los elementos pivotes, siendo utilizada
una estrategia heuristica de busqueda de pivotes llamada estrategia de
Markowitz [MAR-57]. La escogencia de un elemento pivote aj j conlleva a la
creacion de a lo mas rij rellenos, con

f= (nee ) (ncor; 1) (1.8)

donde 7y, es el nimero de elementos no cero de la fila i, y ncoL; ©S el

numero de elementos no cero de la columna j (de 'a matriz reducida). Este
limite superior es llamado nudmero de Markowitz de ajj, y la estrategia
consiste en tomar como pivote a aquel elemento que posea el meror nimero
de Markowitz, nimero al cual llamaremos de ahora en adelante mincount.

Tal mecanismo consiste en aceptar sélo aquellos candidatos a pivotes

aj,j = O tales que satisfagan:

ERETE mfx{lak_jl} O<u<i (1.9)

donde u es llamado pardmetro umbral, suministrado por el usuario [DUF-86].
Al tomar u=0 no se fijan restricciones, y se toma cualquier candidato,
mientras que para el caso de u=1 se tiene una estrategia muy exigente,

S e
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porque en lo general se obtendra sélo un candidato. Es entonces necesario
utilizar un valor intermedio, como por ejemplo u=0.25, para el que se obtienen
buenos resultados.

A continuacién, presentamos una variante del algoritmo de
factorizacién LU, que incorpora los mecanismos adecuados para trabajar con
matrices dispersas: el control de rellenos y de estabilidad numérica:

Para k=0 hasta n-2 hacer

tomar ay, |, de minimo N° de Markowitz entre los aj
que satisfacen la condicién de estabilidad
Intercambiar filasw y k.
Para s=k+1 hasta n-1 hacer

si ag j# 0 entonces

Is,k = as, k'O k

fsi
Fpara
Fara j=k+1 hasta n-1 nacer

Para i=k+1 hasta n-1 hccer
sil,-k;éOyakJ' # 0 enionces
siaj J # 0 entonces

S A 5 e li pak, (Actualizaciones)
sino
ajj=-lj k-ck,j (Rellenos)
Isi
fsi
Fpara
Fpara
Fpara

Una de las formas de paralelizar este algoritmo es repartir las
columnas de A entre los procesadores, debido a que la actualizacion esta
orientada por columnas. En cada paso k, el prccesador con !a columna k
debera enviar los elementos no nulos de la columna k, desde la posicion de
ak k hasta ap-1 k. @ todos los procesadores. Cada procesador hallara los
multiplicadores /g s=k+1,...,n-1, v actualizara sus columnas asignadas no
factorizadas.



Capitulo 1 Conceptos Basicos

En el siguiente algoritmo se hacen actualizaciones de rango uno de la
forma a;; = & j - lik-a,j-

Para k=0 hasta n-2 hacer

si ColumnaAsignada(k) entonces

BroadCast de la columna k (aj, ...an_| k)
sino ,

Recibir la columna k
Jsi
tomar a, J, de minimo N° de Markowitz entre los aj
que satisfacen la condicion de estabilidad. '
Intercambiar filasw y k.
Para s=k+ 1 hasta n-1 hacer

si ag j # 0 entonces

Is k = as,k/ak,k

fsi
Fpara
Para j=k+1 hasta n-1 hacer

si ColumnaAsignada(j) entonces

Para i=k+ 1 hasta n-1 hacer
siljg#0yoj;# 0entonces
siajj# 0 entonces
ajj=aij-lipak,
sino
ajj = -lj kaj;

fsi
Isi
Fpara
Isi
Fpara
Fpara
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2.- COMPUTACION PARALELA

Existe un sinfin de aplicaciones que demandan computadores veloces
para ejecutar muchos célculos rapidamente o procesar un gran conjunto de
datos. Ejemplos de eilas son la exploracion petrolera y solucién de grandes
sistemas de ecuaciones diferenciales que surgen de simulaciones numeéricas
en diversas disciplinas. Ningun computador actual produce la velocidad de
procesamiento requerida por estas aplicaciones, y el paralelismo parece ser
una via para obtener mayor velocidad en el célculo, pues con la ejecucién de
varias operaciones simultdneamente, el tiempo de calculo puede ser reducido
de manera significativa.

Ahora bien, cualquier ccmputador, ya sea secuencial o paralelo,
eiecuta instrucciones sobre datos. Un flujo de instrucciones (el programa) le
indica al computador qué hacer en cada paso, y éstas instrucciones afectan a
un flujo de datos (las entradas de! programa). De acuerde a |a forma en que
el conjunto de datos es afectade por el conjunto de instiucciones, pueden ser
definidos diferentes modelos de computadores, y es asi como se definen los
siguientes cuatro modelos, dependiendo de si existen uno-o multiples flujos
de instrucciones o datos, ejecutados u operados por un procesador:

a.) Simple fiujo de Instrucciones - Simple flujo de Datos (SISD)

b.) Mdltiple flujo de Instrucciones - Simple flujo de Datos (MISD)
c.) Simple flujo de Instrucciones - Multiple flujos de Datos (SIMD)
d.) Mdltiple flujos de Instrucciones - Mdltiple flujos de Datos (MIMD)

Examinaremos a continuacién en detalle unicamente nuestro modelo
de interés en el contexto de este trabajo, los computadores MIMD, cuya .
arquitectura es mostrada en la Figura 1.1. Esta clase de computadores es la
mas general en el paradigma de |la computacién paralela que los clasifica de
acuerdo a la secuencia de datos y/o instrucciones. Poseen p procesadores
(p>1), cada uno operando bajo el control de una secuencia de instrucciones
emitida por su propia unidad de control; asi los procesadores estan
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potencialmente todos ejecutando diferentes programas sobre datos
diferentes. Esto significa que los procesadores operan de manera asincrona,
y vale la pena mencionar que los algoritmos asincronos son dificiles de
disefar, evaluar e implantar. Un algoritmo asincrono es una coleccion de
procesos que se ejecutan simultdneamente sobre un numero disponible de
procesadores.

FLUJODE Unidad de FLUJO OE Unidad de
‘ DATOS 0 Procesam. 0 | INSTRucC. 0 Control
Memoria
o Red de FLUJODE Unidad de FLUJO DE Unidad de
s INS 3
infereonexian DATOS 1 Procesam. 1 TRUCC.1 Control

_l, FLUODE [ Ynidad de FLUJODE Unicdad de

patosp-1 7| Proces. p-1 | INSTRUC. p-1 Controi

Figura 1.1: COMPUTADORES MIMD

Los procesadores se comunican entre si ya sea a través de una
memoria comdn, o por medio de una red de interconexion, y este hecho
subdivide esta clase de computadores en otras dos, a saber:

a.)  Arquitecturas MIMD a Memoria Compartida
b.)  Arquitecturas MIMD a Memoria Cistribuida

a.) Arquitecturas MIMD a Memoria Compartida

Esta clase de computadores es también conocida como modelo de
maquina paralela de acceso aleatorio (PRAM). Aqui p procesadores (p > 1)
comparten una memoria comiin y Cuando se comunican, lo hacen a través de

1

ey R e
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la misma. Si se desea transmitir un dato desde el procesador F al

procesador Pj, esto lo realiza en dos pasos: en el primero, el procesador P,
escribe el dato en una direccion de memoria conocida por el procesador Pj,y

en el segundo, el procesador Pj lee esa localizacion.

El modelo basico permite a todos los procesadores acceder
simultaneamente la memoria compartida, si la posicién de memoria que ellos
estan tratando de escribir es diferente. Sin embargo, el tipo de memoria
puede dividir este modelo en cuatro subclases dependiendo de si dos o mas
procesadores pueden acceder a la misma posicion de memoria
simultaneamente [AKL-89], a saber:

1. Lectura-Exclusiva, Escritura-Exclusiva:

P Lectura-Concurrente, Escritura-Exclusiva

3. Lectura-Exclusiva, Escritura-Concurrente

4 Lectura-Concurrente, Escritura-Concurrente

El permitir mdiltiples lecturas simultaneas sobre la misima posicién de
memoria no debe ocasionar ningin problema. Conceptualmente, si cada
prccesador requiere leer desde una misma posicion de memoria copia el
contenido de esa posicion y lo almacena en su memoria local. Sin embargo,
si varios procesadores requieren escribir simultdneamente diferentes datos
sobre la misma posicion de memoria, debe existir una manera deterministica
de especificar el contenido de esa posicion de memoria una vez realizadas
las escrituras. En estos casos (subclases 3y 4), los conflictos de escritura se
resuelven por hardware, mientras que para las subclases 1y 2, es el sistema
operativo que los resuelve, dando como resultado que diferentes ejecuciones
de un mismo programa posiblemente arrojen resultados distintos, dada la
aleatoriedad descrita.

b.) Arquitecturas MIMD a Memoria Distribuida

La otra forma de comunicacién entre los procesadores es a través de
una red de interconexién. En este modelo la memoria es dividida entre el

12
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conjunto de procesadores, para su acceso local; ademas, cada procesador
es conectado con sus vecinos a través de una linea bidireccional de
comunicacion, que le permite enviar o recibir datos en cualquier instante de
tiempo, habiéndose desarrollado una amplia variedad de topologias que
permiten abarcar una gran cantidad de problemas de manera eficiente, tales
como: el arreglo lineal, el anillo, la malla, el toroide, el arbol, el fat-tree, vy el
hipercubo  [RUK-94], que tienen una baja cantidad de enlaces entre
procesadores, de manera tal que cuando sea necesario comunicar un
mensaje entre dos procesadores que no tienen conexién directa, debe
encaminarse o enrutarse dicho mensaje por procesadores intermedios entre
éstos dos. A'

Un algoritmo muy utilizado para la comunicacion de procesadores en
este tipo de arquitecturas es el conocido como “fan-in". En un fan-in
realizado entre p procesadores, se tienen Loga(p) etapas de comunicacion.
En la Figura 1.2 podemos observar un ejemplo con p=8 (y por consiguiente 3
etapas), en el que se aprecia los procesadores que intervienen en cada
etapa, y segun el sentido de las flechas, se indica cudles procesadores
envian y cuales reciben en un momento dado.

@ @

Figura 1.2: COMUNICACIONES EN UN FAN-IN DE 8 PROCESADORES

13
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Por ejemplo, en una maquina hipercubica, los mensajes que se
transmiten en cada etapa del fan-in no necesitan pasar por procesadores
intermedios para llegar a su destino. Por ejemplo, si comparamos las figuras
1.2 y 1.3, la comunicacion que se realiza en el fan-in es punto a punto.

Figura 1.3: HIPERCUBO DE 8 PROCESADORES

Otro representante importante de este tipo de arquitectura son las
maquinas basadas en transputers. La palabra Transputer, formada de la
union de los términos TRANSsistor y comPUTER, sefiala el interés de sus
creadores de proponer un componente que, al igual que los transistores en
los circuitos eléctricos, sirva de base para los sistemas masivamente
paralelos [RUK-94]. Un transputer es un microcomputador que contiene un
procesador, memoria local y capacidad de comunicaciones a través de
enlaces que permiten conectarlo con otros transputers u otros dispositivos,
todo en un solo chip, por lo que nos permitiremos el abuso de considerar
sinénimos las palabras ‘“transputers" 'y "procesadores”, usandolos
indistintamente de ahora en adelante.

Cada transputer cuenta con cuatro enlaces de comunicaciéon que le
permiten formar parte de redes de procesadores en diversidad de topologias.

14
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Sin embargo, se dipone de crossbar o switches programables que permiten
conectar l6gicamente cualquier canal de un transputer con diferentes canales
en diferentes instantes de tiempo, y ademas, permiten que la comunicacién
entre canales pueda ser realizada entre transputers 6 entre un transputer y
otro dispositivo. Generalmente, es el transputer 0 el considerado "raiz", por
estar conectado al computador anfitrion é Host, pero, como se dijo, cualquier
transputer puede ademas estarlo, y ese hecho varia de una arquitectura a
otra.

Al conectar varios procesadores entre si, de acuerdo a alguna
topologia, se crean maquinas del procesamiento paralelo a un costo
relativamente bajo, lo cual hace que cobren cada vez mayor importancia
como arquitecturas dentro del modelo de computacion MIMD a memoria
distribuida, siendo de nuestro especial interés en este contexto debido a que
la arquitectura paralela sobre la cual desarrollamos este trabajo, esta basada
en transputers.

b.1) PARSYTEC MultiCluster-3 DE

La PARSYTEC MultiCluster-3 DE (MC-3 DE), sirve como uria estacion
de desarrollo local para algoritmos masivamente paralelos, ya que permite
desarrollar, probar y optimizar aplicaciones antes de cargarlas en una
maquina de "produccién" [PAR-91], es decir, una maquina masivamente
paralela de costo mucho mayor.

Un miembro de esta familia, la maquina PARSYTEC MC-3/14 DE,
esta constituida por un mueble que scporta hasta 14 médulos de transputers,
que pueden acomodarse en configuraciones mixtas de hasta 23
procesadores. Los tipos de procesadores que soporta son: T225, T805 y
T9000, PowerPC-6G1 y PowerPC-604, con memorias cuyos tamafios varian
desde 64 KB SRAM hasta 32 MB DRAM.

Una PARSYTEC MC-3 DE puede conectarse a un computador
anfitrion ("Host") a través de uno a cuatro transputers, cada uno de los cuales

15



Capitulo 1 Conceptos Bésicos

debe pertenecer a una particion distinta de la red de procesadores, lo que
permite que la maquina sea efectivamente multiusuario, pudiendo coexistir
tantos usuarios como particiones se hayan definido, excluyendo la particién
pp, la cual contiene en total n de procesadores. Cada uno de los usuarios en
un momento dado accede a la red desde el computador anfitrion a través de
enlaces exclusivos. Sin embargo, cada usuario se restringe al uso de la
cantidad de procesadores de la particion asignada, y en el caso de que éste
desee utilizarlos todos, debe solicitar (ya sea explicitamente o no) la particién
pn, Y hasta que concluya la ejecucion, se bloquea el acceso a otros usuarios.

16
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. . Cududablemente, wo fodenos conocen biew el nundo fon medis de la teoria,
La prdctica es absolitamente necesania, peno deganamente,

,émm/oae«gwﬁwmeax/ue«damm;emmmllemdelakwdw
wuelias ¢ necovecod, ed de gran utilidad tener, ,ém(ome«ad

wn wiapa general del wisme, hecho pon algin uiajers evponimentado,"
Lord (Ghestenfietd,

En este capitulo haremos una revision de algunos trabajos realizados
anrteriormente sobre e! pioblema que nos ocupa, con el fin de considerar
resultados importanies a los que se llegaron, y asi tomar alguras ideas
exitosas para el algoritmo propuesto, el cual se presentara en el capitulo 3.
Primero haremos un repaso general de estrategias utilizadas en la
factorizacion LU de matrices dispersas sobre arquitecturas secuenciales
(Seccion 1: Arquitecturas Secuenciales), para luego pasar a estudiar cémo han
resuelto algunos investigadores este mismo problema sobre diferentes
arquitecturas paralelas del tipo MIMD, siendo tratadas por separado aquellas
que poseen memoria compartida (Seccion 2: Arguitecturas a Memoria
Compartida) y las de memoria distribuida, basadas en sistemas de pase de
mensajes (Seccion 3: Arquitecturas a Memoria Compartida).

1.- ARQUITECTURAS SECUENCIALES

La descomposicion LU dispersa en forma secuencial normalmente
consiste de muchas etapas, cada una de las cuales involucra una blsqueda de
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un elemento pivote sobre la matriz reducida, seguida de permutaciones por fila
y por columna, y una actualizacion de rango 1 en dicha matriz.

Una de las variantes de la estrategia basica de Markowitz descrita en el
capitulo anterior es la de Zlatev [ZLA-80], quien restringié la busqueda de
elementos pivotes a las tres filas mas dispersas, de manera de evitar largas
busquedas, y sus experimentos demostraron que no necesariamente el relleno
total generado se reduce por el hecho de buscar en mas filas. Ademas, es
importante preservar la estabilidad numérica durante la descomposicion LU
con el fin de obtener una solucidn confiable. Existen programas secuenciales
de propdsito general para la descomposicion LU dispersa, tales como MA28
[DUF-79] y Y12M [ZLA-80], que controlan el relleno, manteniendo la
estabilidad.

Para la implementacién de un algoritmo paralelo que realice Ia
factorizacion LU dispersa, debe entonces tomarse en cuenta un buen criterio
qgue asegure ia estabilidad numeérica, que debera conjugarse con otro que
asegure un alto paralelismo (evitandc que la submatriz remanente en cada
paso se vuelva densa), para aicanzar una combinacién aceptable en términos
de confiabilidad y rapidez del algoritmo.

El paralelismo potencial que posee la factorizacion LU dispersa es
doble, ya que ademas del paralelismo inherente a las operaciones matriciales,
utilizado en la paralelizacion de la factorizacion LU densa (pueden ser
actualizados diferentes filas o cclumnas a la vez), se tiene potencialraente un
paralelismo adicional por ser dispersa la matriz, y puede darse la ejecucién
paralela de ciertos calcuios que tendrian que realizarse secuencialmente en el
caso denso. En el caso disperso, varias actualizaciones de rango 1 sobre la
matriz pueden combinarse en una actualizacion de rango multiple, evitando la
sincronizacion y espera de procesadores después de cada actualizacion de
rango 1.

18



Capitulo 2 Antecedentes

Calahan [CAL-73] fue el primero en explotar el hecho de que dos
elementos pivotes aj jy ak | pueden procesarse simultdneamente sj
a,-I, =0 A ak'j=0 (2.1)

Tales pivotes son llamados compatibles o independientes. Es de observar que
si dos pivotes ajjy ak | son compatibles, y ak1Y ar,s también lo son, entonces
ajj» 8k, Y @r,s No necesariamente son compatibles. Decimos entonces que la
relacion de compatibilidad es reflexiva y simétrica pero no transitiva, por lo
cual, para que un conjunto de pivotes sea compatible, es necesario que lo
sean dos a dos, y por ello el problema de hallar conjuntos compatibles de gran
tamano es generalmente considerado como de alto costo computacional.

2.- ARQUITECTURAS A MEMORIA COMPARTIDA

Son muchos ios investigadores que han aprovechado el paralelismo
potencial de !a factorizacion LU dispersa scbre este tipo de arquitecturas
paralelas, tales como Smart y White [SMA-88], Alaghband [ALA-89], Davis y
Yew [DAV-90], Gallivan, Sameh y Zlatev [GAL-91], entre otros. En-estos
algoritmos, se modifica la estrategia basica de Markowitz para obtener un
conjunto S de elementos pivotes que puedan ser procesados simultaneamente,
tales que satisfagan la relacién de compatibilidad descubierta por Calahan.
Para hacer este conjunto lo mas grande posible, se aceptan cierta cantidad de
elementos pivotes con un nimero de Markowitz superior a mincount.

Smart y White [SMA-88] investigaron ia complejidad en tiempo paralelo
de la descomposicion LU dispersa para un numero ilimitado de procesadores,
usando la profundidad de los grafos de tareas como una medida de
cornplejidad.  Ellos presentan un algoritmo en el cual el conjunto pivote S
contiene elementos de !a diagonal compatibles con un nimero de Markowitz
entre mincount y mincount+a, donde a es un parametro de entrada. EI
conjunto S es construido partiendo del conjunto vacio y anadiendo
sucesivamente nuevos pivotes compatibles con S en orden creciente de
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nimero de Markowitz. Para una matriz tridiagonal de 1000x1000, el algoritmo
con a=2 tiene asociado un grafo de tareas de profundidad 27, valor muy
cercano al 6ptimo tedrico de 23; y en este caso, la estrategia basica de
Markowitz tiene asociado un grafo de tareas de profundidad 1998. Sin
embargo, para muchas de las matrices que examinaron, provenientes de
circuitos eléctricos, la mejora en profundidad respecto de la estrategia de
Markowitz fue de tan sélo el 50%.

Alaghband y Jordan [ALA-89] presentan un algoritmo de eliminacion
Gaussiana con control de rellenos en un multiprocesador a memoria
compartida, que genera conjuntos de candidatos a pivotes, y entonces escoge
el conjunto pivote S de maximo tamano. Ellos comparan en su trabajo dos
estrategias diferentes para la escogencia de un conjunto de pivotes
compatibles entre todos los maximales compatibles obtenidos mediante el
método descrito. La primera estrategia, llamada suma de Markowitz selecciona
aquel conjunto en el cual la suma de los numeros de Markowitz de todos sus
elementos es minima. Esta suma representa el nimero de actualizaciones y/o
reilencs en la matriz A que ccurren cuando este ccnjunto de pivotes es
utilizado para reducir la matriz, y por tanto es una cota superior del nimero de
rellenos que puedan ocurrir. La segunda estrategia empleada es la llamada
producto de Markowitz (“ORed Markowitz”) donde se usa una matriz booleana
B ascciada a la matriz sparse bajo consiceracion con el fin de contar los
elementos no ceros en la unién de filas de B, para los pivotes en el conjunto, y
multiplicar este niumero por el niUmero de elementos no ceros en {a union de
columnas de B de estos pivotes. Este producto es la cantidad de elementos de
A distintos que seran actualizados en un paso paralelo usando este conjunto
de pivotes, y es entonces el relleno maximo posible. El criterio selecciona el
conjunto maximal compatiole que minimice el producto de Markowitz entre
todos los de tamano mas grande.

De su estudio sobre la escogencia de pivotes paralelos, tenemos que
destacar dos conclusiones importantes:
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1. El uso del nimero de Markowitz para formar un conjunto compatible ayuda
a controlar el relleno; pero la forma en que los nimeros de Markowitz son
combinados para formar un criterio de seleccion para el conjunto no es de
especial importancia.

2. Si se reduce ligeramente el paralelismo en cada paso, descartando
aquellos pivotes con mas alto Markowitz, el relleno total puede reducirse
significativamente, y con ello, el costo total de la factorizacion de la matriz.

También Davis y Yew [DAV-90] presentan un algoritmo paralelo a
memoria compartida y un programa que tiene la completa funcionalidad de
programas secuenciales tales como MA28 y Y12M. En este algoritmo, el
conjunto pivote S contiene elementos compatibles con un nimero de Markowitz
entre mincount y axmincount, donde a es un parametro de entrada (usaron a=4
en sus experimentos). Todos los procesadores buscan candidatos a pivote
aceptables, y tratan de incluirlos en el conjunto actua! S. Si un candidato es
compatible con todos los elementos de S, entonces es anadido a S. Los
cenflictos que puedan existir entre procesadores que intenten anadir
simultdneamente un pivote son prevenidos por seccicnes criticas en el
programa. Aquel procesador que llegue primero a la seccion critica gana el
acceso a él. Esto implica que el sistema operativo es un factor influyente en la
escogencia del pivote, haciendo que el nrograma sea no deterministico. Los
experimentos realizados en el computador de memoria compartida Alliant FX/8
mostraron que D2 es en promedio 3.9 veces mas rapido en ocho procesadores
que en un procesador, y que la version secuencial de D2 es 4.3 veces mas
rapida que el programa secuencial MA28.

Finalmente, Gallivan, Sameh y Zlatev [GAL-91] presentan tres versiones
paralelas a memoria compartida del programa secuencial Y12M:

e Y12M1: el cual esta basado en actualizaciones de rangof;
o Y12M2: el cual esta basado en actualizaciones de rango m; y
o Y12M3: el cual explota el paralelismo de grano grueso convirtiendo

a la matriz A en una triangular superior en bloques.

21



Capitulo 2 - Antecedentes

Aqui, la mejora del paralelismo del programa Y12M2 respecto del
Y12M1 es significativa. En el algoritmo Y12M2, se relaja el criterio de

compatibilidad (2.1) exigiendo solamente que ak,j =0 para que aj,j preceda al

elemanto ay ; en el ordenamiento del conjunto S de m pivotes "compatibles".

Esta relajacion del requerimiento de compatibilidad permite la creaciéon de
conjuntos pivotes mucho mas grandes, a expensas de una actualizacién de la
matriz mucho mas complicada. Los resultados experimentales en el
computador paralelo a memoria compartida Alliant FX/80 con 8 procesadores
mostraron que el programa Y12M1 es mas rapido que el Y12M2 para matrices:
que son relativamente densas o se vuelven densas durante el proceso de
factorizacion, mientras que el Y12M2 es més rapido para matrices que son muy
dispersas y permanecen siéndolo. La aceleracién de Y12M1 esté entre 2.4 y
5.4, mientras que la de Y12M2 esta entre 2.3 y 5.0, para un conjunto de 27
matrices de prueba de la coleccién de matrices dispersas Harwe!l-Boeing
[DUF-92].

3.-  ARQUITECTURAS A MEMORIA DISTRIBUIDA

Muchos investigadores han trabajado también sobre esta clase de
computadores, ya sea disefiando nuevos algoritmos, o adaptando algunos
disefiados inicialmente para maquinas paralelas a memoria compartida. Sin
embargo la experiencia de Echeverria [ECH-92] en la adaptacion de las ideas
de Alaghband y Jordan a un sistema de memoria distribuida, ha demostrado
que no siempre se producen buenos resultados en tiempo de ejecucion, y de
hecho, su implantacion paralela tuvo tiempos mayores al programa secuencial.

Un algoritmo concebido para una arquitectura a memoria distribuida,
considerando que en este caso la comunicacion es un factor de gran peso (a
diferencia del caso de memoria compartida), debe, en principio, tener mejor
comportamiento que un algoritmo adaptado. Un ejemplo de esto, lo constituyo
el trabajo de Van Der Stappen, Bisseling y Van De Vorst [VAN-93], que
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realizaron la descomposiciéon LU de una matriz dispersa general sobre una red
de transputers con una topologia de malla cuadrada de g2 procesadores.

En el algoritmo, la matriz se distribuye entre los procesadores de
acuerdo a la distribucién de malla, o grid, de tal forma que al procesador P(s,t)
(el cual se encuentra en la fila s y columna t de la malla) se le asignan los
elementos aj tal que (imod q) =s y (jmod q) =t, con 0s5,t <q, y los vectores
de permutacion rt y p distribuidos de tal forma que n; sea conocido por los
procesadores P(i mod q, ), Yy pj por P(* j mod q). De igual forma se tienen
distribuidos los vectores  y p de orden n, los cuales almacenan el nimero de
elementos no nulos de cada fila y columna respectivamente.

Para encontrar un conjunto de pivotes coimpatibles S, descomponen
este subproblema a su vez en tres partes:

a) Buscar candidatos a pivotes

b) Hallar las incompatibilidades entre los candidates encontrados; y

c) Construir el conjunto compatible a partir de las incompatibilidades
encontradas entre los candidatos .

a) Buscar candidatos a pivotes:

La busqueda de candidatos se separa nor columnas de procesadores.
Cada columna de procesadores P(*t) debe obtener ncol candidatos a pivote,
donde ncol es un parametro de entrada.

Ahora bien, el algoritmo busca en las ncol columnas mas cispersas los
candidatos a pivote, basandose en la heuristica empleada por Zlatev [ZLA-80).
Asi, se define SearchCols(t) como el conjunto de columnas asociadas a los
procesadores P(*t) en donde se van a buscar los candidatos. Por cada
columna de SearchCols(t), se elige el pivote de menor nimero de Markowitz
entre los que preserven la estabilidad de la matriz reducida, segun el criteric
(1.9), para construir L y U dispersas. Como cada columna j de la matriz esta

distribuida entre los procesadores P(* j mod p), esta busqueda requiere mucha
comunicacion.
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El conjunto de candidatos obtenidos en los procesadores P(%t) se
ubican en el conjunto ColCandidates(t). Los procesadores P(0,) unen todos
los candidatos en el conjunto Candidates, mediante un pipeline formado por
dichos procesadores. Luego de la union, P(0,g-1) hace un broadcast de
Candidates, ordenado por nimero de Markowitz, para que se conozca en cada
procesador.

b) Compatibilidad de los candidatos
El procesador P(s,t) construye un conjunto de incompatibilidades”entre
pares de candidatos. Dicho conjunto se define como:

InComp(s,t) ={(i,ji"j) | (imod q=s)y (j'mod q=t)y (aj /0)}

donde los indices (i, j) e (i", j) son conocidos por todos los procesadores,
debido al broadcast de Candidates; y el valor de a; j» es conocido por F(s,f) por
la distribucion de los dates. Basta que dicho valor no sea cero para lo que los
candidatos ajjy ajj' nc sean compatibles, ya que se viola una de las dos
condiciones de compatibilidad descritas en (2.1).

Para la construccion de InComp(s,t) el procesador P(s,f) no necesita
comunicacién alguna; sin embargo, para la construccion del conjunto
compatible definitivo, se requiere utilizar todos los conjuntos /nComp(s,t)
hallados.

c¢) Construccion del conjunto de pivotes:

Para la construcciéon del conjunto definitivo (Conjunto Compatible S), se
usa un pipeline entre los procesadores P(0,f), 0t < q. Inicialmente, se
reparten los candidatos equitativamente, de tal forma que cada candidato de
P(0,t) tiene menor o igual nimero de Markowitz que los de P(0,t+1). Ademas,
a P(0,t) se le asignan las incompatibilidades de sus elementos entre si, y la de
éstos con los candidatos de los procesadores predecesores. Es de notar que
hay una fuerte comunicacion, ya que las incompatibilidades estan distribuidas
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entre todos los procesadores. El proceso completo puede verse en detalle en
[VAN-93].

En cuanto a las pruebas realizadas con este algoritmo, se tomaron como
parametros de entrada ncol=1 y u=0.1, dando buenos resultados en tiempo
total de ejecucion, usando como matrices de prueba varias de las existentes en
la coleccion de matrices dispersas de Harwell-Boeing.
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Algoritmo Paralelo
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En este capitulo se presenta un algoritmo paralelo novedoso que realiza la
factorizacion LU de matrices dispersas, mediante la obtencion de conjuntos
compatibles, los que permiten actualizaciones mdltiples de la matriz, logrando que
en un solo paso paralelo se realizan varios pasos de factorizacion. Dichos
conjuntos estan constituidos per pivotes que preservan la estabilidad numérica de
la matriz reducida y son generadores de poco reileno (para obtener matrices Ly U
también dispersas). Los detalles se muéestran-a continuacion.

1.)  Distribucién de la carga:
La matriz A se distribuye entre los p procesadores en forma intercalada por

columnas; de tal forma que la columna j es asignada al procesador j mod p,
vj =0..n-1. Asi, se denota el conjunto de indices de las columnas asignadas al

procesador t como ColAsignadas(t), de tal manera que-
ColAsignacas(t) ={Jj!J mod p=t, v j=0..n-1}

Mediante esta distribucion de la matriz A, cada procesador tiene asignadas
n/p columnas de A si n/p es exacta de lo contrario, los procesadores

Py, B, ---, Frmod p-1 tendran asignada una columna mas.
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Los vectores zy pcorrespondientes a la permutacion por filas y columnas
respectivamente, son conocidos en todos los procesadores. El numero de
elementos no cero por filas (nFil) ser4d conocido también por todos los
procesadores, mientras que por columnas (7Col) sera distribuido de igual forma

que las columnas de A. Asi, nColj es conocido s6lo por el procesador Pj moq p-

A continuacion se muestra el algoritmo paralelo a alto nivel, para luego
detallar los subproblemas que lo ameriten.

k=0

7 = Identidad

p = Identidad

nkil; =#NoCeros(Filaj); con i=0..n-1

nColj = #NoCeros(Columnay); con j=0..n-1

mientras (k<n-1) hacer
Obtener conjunto compatible CC
m=[cc/
Actualizar 7ij y pj, k<ij<n
Calcular los lj j, con k<i<n, y kZ5j<k+m
Actualizacion de la matriz remanente en la factorizacion
Actualizar nFiljy nColj, k+m<i j<n
k=k+m

fMientras

2.) Obtener conjunto compatible CC:

Obtener el conjunto compatible mas grande en cada paso, disminuye el
numero de pasos paralelos requeridos para la factorizacion de la matriz. Sin
embargo, se sabe que el orden de complejidad para obtener el conjunto
compatible mas grande es NP-Completo [ALA-89], si se toman como candidatos
los elementos de la diagonal, asumiendo que son no nulos y que preservan la
estabilidad de la matriz; < incluso, hallar el conjunto compatible mas grande entre
los elementos no nulos de la matriz, que preserven la estabilidad de la misma
tiene mayor complejidad.

Encontrar el mejor conjunto compatible reduce el numero de

actualizaciones de rango m, pero por otra parte, el tiempo total para factorizar la
matriz puede ser muy grande por el costo que amerita dicha busqueda. Es de
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considerar que el conjunto compatible mas grande, puede generar muchos
rellenos, que involucran célculo en futuros pasos de factorizacion, por lo que
puede influir en el tiempo total de ejecucién, y convertir a la matriz en densa. Es
por todo esto que en la practica no se busca el conjunto compatible méas grande,
sino aquél que genere poco relleno y sus elementos preserven la estabilidad de la
matriz, y que la complejidad en tiempo para encontrarlo sea muy inferior a NP-
completo.

La heuristica propuesta para hallar conjuntos compatibles se puede
descomponer en seis pasos, a realizarse por cada procesador Pt

1) Seleccionar un conjunto de columnas entre las no factorizadas, llamado
ColumnasCand(t). :

2) Por cada columna j e ColumnasCand(t), obtenemos un pivote que preserve la
estabilidad de la matriz, con minimo nimero de Markowitz. El conjunto de
estos candidatos sera llamado CandPiv(t).

3) Entre los candidatos de CandPiv(t) se halla un conjunto compatible llamado
Cemp(t).

4) Cooperar con los otros procesadores para obtener un conjunto Conj de tal
forma que Conj = Comp(0) U Comp(1) U .. U Comp(p-1), y que luego sea
conocido por todos los procesadores.

5) Se eliminan los elementos de Conj con mayor numero de Markowitz que no
son compatibles (segun la informacion de la matriz presente en el procesador),
obteniendo un conjunto Prod(t) en donde sus candidatos no necesariamente
son compatibles.

6) Cooperar con los otros procesadores para hallar la interseccion de los
conjutos Prod(t), O<t<p. El conjunto interseccién lo denominaremos CcC
(conjunto compatible), y sera coriocido por todos los procesadores para llevar
a cabo la fase de factorizacion.

A continuacién se detalla cada paso, y usaremos para ayudar a su

entendimiento, una matriz dispersa Agx8 Y una red de cuatro procesadores (p=4).
Distribuyendo las columnas entre los procesadores tenemos:
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0 1 2 3 4 5 6 7
( X X X )
X

N a O

X X

N O AW
X X
x

ColAsignadas(0) = {0,4}
ColAsignadas(1) = {1.5}
ColAsignadas(2) = {2,6}
ColAsigniadas(3) = {3,7}

Paso 1:

Sea NoFact(t) el nimero de columnas no factorizadas en el procesador Fr.
Buscar en las NoFact(t) columnas no factorizadas un candidaio a pivote, resulta
Ser un trabajo muy costoso a medids que n/p se hace mas grande. Es por ésto
que se selecciona un subconjunto del total de columnas no factorizadas, tal que
contenga las columnas mas dispersas asociadas al procesader Pt y sea de
cardinalidad ncol en donde ncol es un parametro de entrada al algoritmo, que
debe ser mayor o igual que 1. Llamaremos ColumnasCand(t) a este conjunto,
que por contener las columnas mas dispersas es mas probable encontrar en ellas
un conjunto compatible mas grande que si tomamos nco/ columnas arbitrarias.
Ademas, suponemos que el tomar como columnas candidatas a todas |as que
faltan por factorizar en Pt no aumentara proporcionalmante la cardinalidad del -
conjunto compatible hallado, segun el trabajo de Z/atev [ZLA-80] en su algoritmo
secuencial. También Van Der Stappen, Bisseling y Van De Vorst [VAN-93]
obtuvieron conjuntos compatibles de tamafo razonable, partiendo de muy pocas
columnas como candidatas.
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Para la matriz considerada, tomemos ncol = 2 y obtenemos en cada
procesador las siguientes columnas candidatas:

ColumnasCand(0) = {0,4}
ColumnasCand(1) = {1,5}
ColumnasCand(2) = {2,6}
ColumnasCand(3) = {3,7}

Paso 2:

El criterio de estabilidad escogido es el (1.9). Dentro de todos los
elementos que cumplan este criterio en una columna, se tomara el de minimo
ndimero de Markowitz, para reducir el riesgo de que la matriz reducida se vuelva
densa en pocos pasos de factorizacion. Debido a que las columnas de
ColumnasCand(t) son las mas dispersas, la busqueda resultard menos costosa
que buscar en columnas arbitrarias entre las no factorizadas. Cada candidato
sera visto como una tripleta (i, ,wjj), en dende i/ representan !os indices por fila y
per columna del candidato, y wjj su numero de Markowitz. Después se ordena
ascendentemente el conjunto de candidatos a pivotes CandPiv(t) por dos campos:
numero de Markowitz e indice por columna, es decir, los candidatos con igual
numero-de Markowitz quedan ordenados ascendentemente segun indices por
columna. Posteriormente, se eliminan todos aquellos (f'j",W,’:/") con wjij* mayor que
axmincount(t), en donde mincount(t) es el menor niumero de Markowitz entre los
candidatos del procesador Pty a es un parametro de entrada.

CandPiv(t) = &

Para todo j en ColCandidatas(t) hacer
Obierier (i,j,wj;) asociado a aj ; tal que
ajj € {aj, / [aj,[ 2u x Max{ [aj;[/ ks'i <n} con menor mimero de
Markowitz
CanPiv(t) = CandPiv(t) U (i,j,w,-j)

ara

Ordenar CandPiv(t) por nimero de Markowitz

mincount() = Min {w; / (i.jwj;) € CandPiv(t) }

Eliminar los (iJ,w,j) de CandPiv(t) tal que wij > axmincount(t)
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Si en una columna, dos o mas elementos satisfacen el criterio de
estabilidad con igual niumero de Markowitz, se toma aquél de mayor valor en
maédulo, pero si ademas tienen igual médulo, se toma el de menor indice por fila.

En la matriz de ejemplo, se asume que todos los elementos cumplen el
criterio de estabilidad, por lo que el conjunto CandPiv(t) queda en principio como:

CandPiv(0) ={(1,0,0), (3,4,1
CandPiv(1) ={(3,1,1), (55,2
CandPiv(2) ={(7,2,1), (4,6,2
CandPiv(3) = {(6,7,1), (2,3,2

} mincount(0) =0
}  mincount(1) =1
}  mincount(2) = 1
}  mincount(3) = 1

~— St S S

Nétese que en la columna 2, dos elementos tienen igual nimero de
Markowitz, pero se toma az 2, asumiendo que su valor es mayor en modulo que
ag,2. Caso similar ocurre en las columnas 5y 6.

Suponiendo a=2, los conjuntes CandPiv(t) quedan como sigue:

CandPiv(0) = {(1,0,0)}

CandPiv(1) = {(3,1,1), (5,5,2)}
CandPiv(2) = {(7,2,1), (4,6,2)}
CandPiv(3) = {(6,7,1), (2,3,2)}

Paso 3:

Entre los elementos (ijwj) e CandPiv(t), se obtiene un conjunto
compatible, dandole prioridad a los de menor nimero de Markowitz. Para realizar
ésto se empieza con: Comp(t) = &; luego en el mismo orden de los elementos en
CandPiv(t) se afnaden elementos que sean compatibles con Comp(t). Por la
manera en que se construye Comp(t), se asegura quie esta ordenado por nimero
de Markowitz. Siguiendo el ejemplo, se obtiene en cada prccesador:

Comp(0) ={(1,0,0)}
Comp(1) ={(3,1,1), (5,5,2)}
Comp(2) ={(7,2,1), (4,6,2)}
Comp(3) ={(6,7,1)}
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Notese que P; elimind el elemento (2,3,2) de CandPiv(3) por ser

incompatible con (6,7,1) y por ser sucesor del mismo en dicho conjunto (tiene un
ndmero de Markowitz mayor).

Comp(t) = &
Para cada (i j,wj;) € CandPiv(t) hacer
St (i,j,wij) es compatible con Comp(t) entonces

Comp(t) = Comp(t) U (ijwiy

fi

ara

Paso 4:
Mediante un algoritmo de fan-in seran unidos todos los conjuntos Comp(t),

con 0<t<p, obteniendo Conj también ordenado por numero de Markowitz. Cabe
destacar que en cada etapa del fan-in, un procesador activo debera realizar |a
unién entre dos conjuntos ordenados por numero de Markowitz e indice por
columna, y para la obtencién de Conj igualmente ordenado, se utiliza el conocido
algoritmo de mezcla ordenada de dos conjuntos.

{ Algoritmo de jan-in y BroadCast}
J = Identificador dcl procesadcr;
i=1
CC2 = Comp(1)
Mientras (i < p) Hacer
Si (j mod (2*i) = 0) entonces
Recibir CCI de Pj+i
CC2 = Unién ordenada de CCI y CC2

Sino
Enviar CC2 a Pj-i
Salir del mientras
fsi
= j*2:
fMientras
si (j=0) entonces
Conj = CC2

BroadCast de Conj
Isi

El procesadcr raiz del fan-in (Pp) hara finalmente un broadcast del conjunto

unién CC2 (el cual sera llamado ahora Conj) para que sea conocido en todo
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procesador de la red. Sila cardinalidad de Conj es 1, se obviaran los pasos 5y
6.

Para el ejemplo que se esta usando, el conjunto Conj obtenido en este -
paso es: Conj ={(1,0,0), (3,1,1), (7,2,1), (6,7,1), (5,5,2), (4,6,2) }

Paso §:

La idea es construir un conjunto llamado Prod(t) a partir de Conj, de tal
manera que para cada (i,wj) e Prod(t) n Comp(t) y cada (i'j,wij) € Prod(t) ~
(Conj - Comp(t)) se satisfaga que aj'j= 0. Para lograrlo, se parte de Prod(t) = &; y
en cada etapa del algoritmo se incluye en Prod(t) un pivote (i, wjj) € Conj, sino es
rechazado por el siguiente test:

1) (i,,j,w,‘j) eComp(t). En este caso, de existir (i"j,wi) e Prod(t) n (Conj -
Comp(t)) tal que aj'j# 0, se descarta (i,j,w,-j), ya que por tratar de incluirse
luego de (i’,j'w,"j')v tiene un nimero de Markowitz mayor o igual a wWjj.

2) (i,,j,w,'j) €(Conj - Comp(t)): Si existe (i’ ,wij) e Prod(t) n Comp(t) tal que
ajj= 0, se descarta (i,j,w,'j), por no ser compatible con otro pivote de meror
0 igual numero de Markowitz ya aceptado. De esta manera, tienen
prioridad los pivotes de menor nimero de Markowitz, lo cual es importante
para disminuir el relleno.

Prod(t) = &
Para todo (i,j,w,-}) e€Conj Hacer
si (ij,wj;) € Compl(t) entonces
Si no existe (i'J",w,-'jd € Prod(t) N (Conj - Comp(t)) tal que
ajr j # 0 entences
Prod(1) = Prod(t) u(i,j,w,-j)

fsi
sino
si no existe (i'j ',w,-'jd € Prod(t) N Comp(t) tal que
aj j' # 0 entonces
Prod(t) = Prod(t) u(i,j,w,-j)
Isi

ara

33



Capitulo 3 Algoritmo Paralelo

Nétese que para el ejemplo, el procesador Py elimina (6,6, 7) ya que ag 4+
0 indicando que ag 4 en incompatible con ap 4 que tiene menor numero de
Markowitz.

Prod(0) = {(1,0,0), (3,1,1), (7,2,1), (6,7,1) }

Prod(1) = {(1,0,0), (3,1,1), (7,2,1), (6,7,1), (4,6,2) }
Prod(2) = {(1,0,0), (3,1,1), (7,2,1), (5,5,2), (4,6,2) }
Prod(3) = {(1,0,0), (3,1,1), (7,2,1), (6,7,1), (5,5,2), (4,6,2) }

Paso 6:

Realizando un fan-in entre los procesadores, se hallara la interseccion de
los conjuntos Prod(t) O<t<p. Dicha interseccién nos da como resultado un
conjunto compatible en el procesador final del fan-in (Pp), que debera realizar un
broadcast de dicho conjunto para que todos los procesadores lo conozcan.

Jj = Identificador del procesador;
i=1;
CCz = Prod(1)
Mientras (i < p) Hacer
si (j mod (2*i) = 0) enionces
Recibir CC1 de Pj+i
CC2 = Intersecion ordenada de CC1 y CC2
sino .
Enviar CC2 a Pj-i
Salir del mientras

fsi
i=i*2
Mientras
si (j=0) entonces
cc=cCcC2
Broadcast de CC

Isi
Para demstrar que el conjunto interseccion es compatible se tomaran dos

elementos cualesquiera del conjunto interseccion, (i,j,w,-j) y (i’,j',W,"j'),
presentandose dos casos:
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1) (/ mod p = j' mod p): En este caso ambos elementos son compatibles por
construccion, ya que provienen del mismo procesador Pj mod p. Y éste
determiné en el paso 3 que efectivamente son compatibles.

2) ( mod p # j' mod p): Son compatibles, ya que:

(/',',w,-j) e CCha (i',j',w,"j') e CC>
(1, wjj) € Prod(j mod p) A (i'" Wjj) € Prod(j mod p) =
ajj=0n ajj'= 0 = Son compatibles por [2.3]

Para el ejemplo, el conjunto compatible resultante viene dado por:
CC ={(1,0,0), (3,1, 1), (7,2,1) } que no necesariamente es el mas grande, pero
preserva la estabilidad en la matriz reducida, y mantiene L y U dispersas.

Cabe destacar que cuando la matriz reducida se haga densa es poco
probable que se construyan conjuntos compatibles de cardinalidad razonable, por
lo que se usara otra modalidad en el algoritmo que consiste en realizar pivoteo
parcial en la columna asocjada al paso de factorizacion k. Sin embargo, como no
existe un criterio absoluto para censiderar que una matriz es dispersa o densa
segun su numero de eiementos, se considerara una matriz reducida densa
cuando al menos la mitad de sus elementos sean no nulcs; asi, se cambiara de
modalidad en el algoritmo de conjuntos compatibles a partir del momento en que
se cumpla:

2

% <Nz, d e [1,2]

donde m es orden de | matriz no factorizada, y Nz' el nimero de elementos o
nulos de la matriz no factorizada. De esta forma se eviia el sobrecargo de
procesamiento asociado al algoritmo de conjuntos compatibles en pasos
posteriores, en los que es poco factible encontrar conjuntos compatibles de una
cardinalidad que justifiquen el uso de este algoritmo.

3.) Calcular los liTj

En esta parte del algoritmo, cada procesador hallara los multiplicadores
asociados a los pivotes del conjunto compatible que tiene asociado.
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Paraw = 0 Hasta LongCC-1 Hacer

J=CC[w]j
Si (j mod p = Id_Proc) entonces
Obtener li,j con i>j

fSi

ara

4.) Actualizacion de la matriz remanente en la factorizacién

La actualizacién serd de rango m. La manera de llevarse a cabo, se basa
en que cada procesador deberd actualizar sus columnas no factorizadas con las
m columnas del conjunto compatible, y para éllo, el procesador que tenga
asignadas una o mas columnas del conjunto compatible debera darlas a conocer

a los otros procesadores.

El algoritmo para actualizar la matriz reducida se puede expresar como
sigue:

{ Precondicién: k = Pase de factorizacion, y CC = Conjunto computible}
m=[CC/;
Paya w=k hasta k+m-1 kacer
si ColumnaAsignada(w) entonces
Enviar i, con w<i<n

Recibir lj, con w<i<n
Isi
Para cada columna j : (k+m <j<n) y (j mod p=t) hacer
Actualizacion de aj v, con los 1}, k+m <i<n.
FPara ’
FPara

5.) Actualizar Vectores de Permutacion

La actualizacion de los vectores de permutacion debe ser tal que:

1) mk+ y pk+j contengan los indices originales por fila y columna
respectivamente de los elementos del conjunto compatible, con 0 <jj < m.

2) Los indices de las filas y columnas ya factorizadas se mantengan en las
posiciones 7y pj, con 0<i,j<k.

3) Obligar a que los indices de las filas y las columnas que faltan por

factorizar ocupen las posiciones mk+m+i Y pk+m+j respectivamante, con
O0<i,j<n-k-m.
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6.)  Actualizar nFil y nCol
Para actualizar nCol basta con que cada procesador determine cuantos
elementos no cero hay por cada columna no factorizada, entre sus asignadas.

Se retomara la notacion a,‘"," utilizada en el capitulo 1 para indicar el paso

de factorizacion, ademas de la posicién del elemento en cuestion.  Supongamos
que la columna j pertenece a las no factorizadas en el paso k+m. Nos interesa

hallar el nimero de elementos no nulos entre los elementos Ak+m,jr 4 Apgj YA

! que es la porcién no factorizada de la columna j-ésima. Llamemos a esa porcion
la columna j en A(k+m).

I Columna j
(0)

Conociendo que nCo/,-k almacenaba el nimero de elementos no cero de Ia

columna j en Ak, r;Co/j"+m puede obtenerse como:

nCo/j-‘*’" = nColf + Re //enost-‘ - NoCerosCj(k,k+m)

donde NoCerost(k,k+m) el es nimero de elementos no cero de la columna j

en las posiciones a,.(.‘jf’, k<i<k+m, y Re //enost-‘ el numero de rellenos que ocurren
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al factorizar m columnas de A(K). Toda la informacion requerida para esta
actualizacion es local al procesador que tiene asignado dicha columna.

nFil tiene asociada una férmula de actualizacion similar a la de la
actualizacion de nCol-

nFilf*™ = nFilk +RellenosF’ - NoCerosF(k, k+m)

Sin embargo, llevar a cabo esta actualizacién es mas elaborado, ya que la
informacion de cada fila de la matriz esta distribuida entre los p procesadores en
general.

Sea Rell _ F(l§,t) el nimero de rellenos asociados a la fila i, y columna j tal
que j mod p = t, en A(k). Sea ademas, NoCerF(k,k+m,t) el nimero de

elementos no ceros de aff con k<i<k+m y j mod p=t. La idea es que cada

procesador t consiga Reli_F(',f‘t) y NoCerf(k,k+m,t) para cada fila i que falta

por factorizar, para que con un fan-in se calcule:

p-1
a) RellenosR* = > Rell_Ff), k+m<i<n

t=0
p-1
b) NoCerosF(k, k+m) = ZNO_CerF,(k,k+m,t) , k+m<i<n
t=0

De esta manera, el procesador final del fan-in podra hallar Nu_Fi/,~k+m
para luego darlo a conocer por los procesadores con un broadcast.
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Implantacion y
Analisis de Resultados

"Hpnenden es necondan lo ya dales,
actuar es deummﬁe lo salles"

Richard Bach

En este capituio presentaremos ias maquinas paralelas empleadas
para la implantacién y prueba del algoritmo recién descrito; asi como los
tiempos de ejecucion del prcgrame paralelo con 1, 2, 4, 8 y 15 procesadores,
y 105 comparamos con el tiempo de! programa comercial Y1 2M implantado en
el mismo lenguaje de programacion (C), ejecutidndose en un procesador del
mismo tipo, con las mismas matrices de prueba, es decir, bajo las mismas
condiciones. Es importante destacar que Y12M es uno de los mejores
programas secuenciales conocidos, y ha sido ampliamente utilizado por
diversos investigadores en esta area.

1.-  MAQUINAS DE DESARROLLO Y PRUEBA

El algoritmo que describimos en el capitulo anterior fue implementado
en una arquitectura MIMD basada en transputers, la PARSYTEC MC-3/14
DE, existente en el Laboratorio de Computaciéon Paralela y Distribuida
(LCPD) de la Universidad Central de Venezuela (UCV), la cual dispone de 8
procesadores del tipo T805, y constituy6 nuestra maquina de desarrollo y
prueba. Adicionalmente, se realizaron pruebas del programa hasta 16
procesadores en una maquina de caracteristicas similares, ubicada en el
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Centro de Estadistica y Software Matematico (CESMa) de Ia Universidad
Simén Bolivar (USB).

En la Figura 4.1 puede apreciarse un esquema de la PARSYTEC McC-
3/14 DE existente en la UCV, y su conexién al ‘host".  Esta posee
actualmente 4 moédulos de transputers del tipo MTM-2-12, cada uno de los
cuales tiene a su vez dos transputers del tipo T805, con 4 MB de memoria
RAM cada uno, arrojando un total de 8 procesadores disponibles. Tiene
como computador anfitrion a una estacién de trabajo Sun sparc station/2, |a
cual tiene acceso a la red de procesadores a través de dos transputers
distintos, pudiendo trabajar con ella incluso dos usuarios simulténeamente,
cada uno en una particién de cuatro procesadores.

ncvlcepdl> I
— —
(] o|lojo]o )
oflolo]o P TN
olo|cto )
—=
o ] ==, \__ y,
) parsytec )
° MC3 DE == e °
_J: q_ SUN sparc station/2

Figura 4.1: CONEXION DE LA PARSYTEC MULTICLUSTER-3/14 DE
EXISTENTE EN LA UNIVERSIDAD CENTRAL DE VENEZUELA CON EL HOST

]

Enla USB, en cambio, se cuenta con 7 modulos de transputers del tipo
MTM-2-12, y un médulo MTM-2-13, el cual sélo difiere del anterior en Gue
Sus transputers poseen 8 MB de memoria, teniendo un total de 16
procesadores.
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2.- __MATRICES DE PRUEBA

Las matrices de prueba fueron seleccionadas de |g coleccion de
matrices dispersas del paquete de Harwell-Boeing, cuya informacidén
asociada puede obtenerse en [DUF-92]. En este trabajo se presentan una
serie de matrices dgrupadas por familias, seguin las fuentes de origen y/o
Caracteristicas de las mismas.

de las matrices seleccionadas, asj COmo una breve descripciéon de |as
mismas, como |a disciplina en que surgieron, o en qué forma se anadieron a
la coieccion.

Tabla 4.1: MATRICES CISPERSAS DE PRUEBA

Nombre de | orden No Descripcion

la Matriz (N) | ceros
(Nz)

ARC130 130 1115 Matriz Jacobiana asociada a un Sist. de ecuac. diferenc, ord.
GRE 343 343] 1310 Resultado de modelacion en sisiemas de computacion
HOR 131 434| 4338| Sistemas de ecuaciones en flujo en redes
NNC 666 666 4032 Modelacién de un reactor nuclear (National Nuclear Corp.)
ORSIRR 2 886 | 5970| Simulacién de yaéimientos
PDE 9511 961 4681 | Matriz no simétrica suministrada por Tom Hansenffe| (1984)
JPWH 991 991 6027 | Simulacion de circuitos eléctricos (genera muchos rellenos)
SHE-RMAN1 1000| . 3750 | Matriz simétrica proveniente de ecuaciones diferenciales
GRE 1107 1107 5664 Resultado de modelacién en sistemas de computacién
PORES 2 1224 9613 | Matriz no simétrica con patron simétrico

ORSREG 1 2205| 14133 Simulacién de yacimientos

SAYLR 4 3564 | 22316 Matriz heterogénea proveniente de simulac. de yacimientos
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procesadores, variando los parametros ¢ (en1, 1.5, 2), a (entre 2 Yy 5) y ncol
(en 4,7,10,15,20,25,30,35,40), Y encontramos que para cada matriz, los
tiempos variaban significativamente segun el nimero de procesadores y |g
combinacién de [os tres parametros.

3.- VALORES DE LOS PARAMETROS DE ENTRADA

Para encontrar Una combinacidén adecuada para los tres parametros,
hicimos un analisis de lo que ocurria al fijar dos parametros con un valor y
variar el otro, de| cual obtuvimos |as siguientes conclusiones sobre los
valores de cadg uno de estos parametros:

'd:

* Al variar ¢| parametro d, observamos que para el valor 1, en general se

Se esta exigiendo quie tocos los elementos de dicha matriz $ean no nulos.
Esto hace que ] tiempo total de factorizacién aumente, porque ha habido
un sobrecargo de procesamiento al hallar conjuntos Compatibles muy
Pequenos en una matriz que ya nuede considerarse densa, aunque tenga
algunos elementos cero.

 Estos resultados nos llevaron a |g conclusion de que es necesario un
valor intermedio entre 1 y 2. como lo es d=1,5, valor para el cual se
obtienen mejores tiempos,
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Al variar el parédmetro a, observamos que para valores muy pequenos (tal
como 2), se esta siendo muy estricto en el control de rellenos, debido a
que después de haber buscado pivotes en las columnas candidatas en
cada procesador, se rechaza gran parte de los mismos (incluso hasta mas
de la mitad de los candidatos), lo cual hace que se sacrifique mucho
tiempo en Ia busqueda, adn cuando |a matriz reducida permanezca
dispersa durante mas pasos y por ello se pueda ahorrar tiempo de
calculo.

Para valores muy grandes, en cambio, al aceptar la mayoria de los
candidatos a pivotes, se esta siendo muy permisivo en cuanto al control
de rellenos, pudiendo tener como resultado una matriz reducida ya densa
al cabo de pocos pasos de factorizacion.

Segun nuestras pruebas para hallar el valor intermedio apropiado, éste
puede ser 3 o0 4. Sin embargo, usaremos 4 debido a que ese fue el valor
que usaron Van De Vorst, Bisseling y Var Der Stappen, en su publicacién.

ncol:

Para valores pequenos de ncol como 4 Y 7, se hace una busqueda en
menos columnas, obteniéndose necesariamente conjuntos compatibles
Mmuy pequeiios, dando como resultado ura factorizacién en muchos

pasos, en la que el tiempo de comunicacion pesa notablemente sobre e|
tiempo total

Para valores grandes de ncol, como 30, 35, y 40, se hace una busqueda
de candidatos MUy pesada en cada paso, siendo muy probable que se
descarten los pivotes pertenecientes a las columnas mas densas, y que
entonces se haya “perdido" un valioso tiempo de busqueda en estos
candidatos, lo cual degrada el tiempo total de factorizacion, por Io que se
obtuvo mejores resultados con ncol=15.

Andlisis de Resultados
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4.- RESULTADOS EXPERIMENTALES

A continuacién presentaremos en la Tabla 4.2 |la cantidad de rellenos
que ocurren durante la factorizacion, tanto para el programa secuencial
Y12M, como para el programa paralelo con 1, 2, 4, 8 y 16 procesadores,
dados los parametros de entrada ya escogidos (d=1,5; a=4 y ncol=15).

Tabla 4.2: RELLENOS OCURRIDOS DESPUES DE LA FACTORIZACION

Matriz Y12M p=1_ p=2 p=4 p=8 p =16
ARC130 1137 79 50 37 37 37
GRE 343 6780 6263 5923 5837 5828 55623
HOR 131 21565 29928 32861 25801 32235 27130
NINC 666 21348 . 9108 95692 9926 9677 10635
ORSIRR 2 40782 48609 46688 52363 54648 56851
PDE 9511 22077 19544 20832 21071 22105 22085
JPVVH 991 54508 54964 59605 55520 54025 54547
SHERMAN1 17713 19052 19007 21C71 19860 22043
GRE 1107 47570 44920| . 48444 47014 45713 50000
PORES 2 62145 30384 54983 49317 40314 37193
ORSREG 1 48662| 198198 225968 264151 268851 291472
SAYLR 4 223779 299894| 426161| 431182 377857| 361596

Podemos observar que en cuanto a la generacion de rellenos, el
programa paralelo es mejor que Y12M para ciertas matrices, pero para otras
no. Por ejemplo, para matrices pequenas, como ARC130 y GRE 343, asi
como para algunas matrices grandes, como PORES 2 el programa paralelo
genera menos rellenos, pero en cambio para otras matrices grandes como
SAYLR 4 y ORSREG 1, es Y12M quien genera menos cantidad de rellenos.
De hecho, para la matriz SAYLR 4 no se culmind la ejecucién con p=1 para
transputers pertenecientes a moédulos MTM-2-12, ya que la cantidad de
rellenos que genera su factorizacion, requiere mas de los 4 MB que éstos
poseen, haciéndose necesario realizar la ejecucion en un transputer de un
modulo MTM-2-13, en los que se cuenta con el doble de la memoria.
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Para la mayoria de las matrices, la cantidad de rellenos generados por
ambos programas es comparable. Esto era de esperarse, ya que ademas de
que ambos poseen un criterio de control de rellenos, a ambos le colocamos
el valor de 0,25 al parametro de estabilidad u, y por ello se estan
discriminando de igual forma los pivotes inestables.

Uno dc los objetivos de este trabajo era mejorar los tiempos de
factorizaciéon a medida que se incrementa el numero de procesadores,
manteniendo un control de rellenos aceptable y, tal como se aprecia en las
tablas 4.2 y 4.3, éste objetivo fue logrado.

Tabla 4.3: TIEMPOS DE FACTORIZACION (en seg.)

Matriz Y12M p=1 p=2 p=4 p=8 p=16
ARC130 0,50 0,62 58 049 0,65 0,69
GRE 343 5,65 5,22 3,07 2,33 2,18 2,41
HOR 131 28,46 35,10 23,161 = 10,67 10,10 7,16
NNC 666 15,86 17,83 10,32 7,18 5,45 5,68
ORSIRR 2 42,63 68,28 36,01 26,75 18,69 15,26
PDE 9511 15,95 31,30 19,44 13,71 10,88 10,63
JPWH 991 110,51 91,04 54,05 28,82 18,88 14,48
SHERMAN1 15,58 33,51 20,03 13,67 8,71 8,32
GRE 1107 70,20 78,69 47,16 30,47 20,22 17,27
PORES 2 67,42 60,59 65,15 37,06 23 32 19,75
ORSREG 1 300,23 471,79 290,71 233,97 170,65 127,18
SAYLR 4 941,92 830,24 760,58 446,65 205,68 147,82

Si comparamos la Tabla 4.2 con la 4.3, podemos observar que para
aquellas matrices con gran cantidad de rellenos, también se tienen mayores
tiempos de factorizacion, debido a que se tienen que realizar mas cajculos.
Veremos que, a medida que se incrementa el nimero de procesadores, hay
una disminucién mayor del tiempo, que para aquellas matrices que tienen
menos rellenos, tal como las matrices JPWH 991 y SAYLR 4, respecto de
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GRE 343, por ejemplo. Esto es debido a que el tiempo de célculo pesa
mucho mas sobre el tiempo de comunicacion que para las matrices con
menos rellenos.

De igual forma, podemos observar que las matrices "pequenas", como
ARC 130 y GRE 343, no tienen un buen rendimiento a medida que que se
incrementa el nimero de procesadores, lo cual tiene sentido, debido a que
presentan poco calculo, y el tiempo de comunicacién pesa mucho mas en el
tiempo total de factorizacion, por lo que no se justifica la paralelizaciéon de la
factorizacion para estos casos. Ahora bien, la disminucion del tiempo no es
proporcional al numero de procesadores, puesto que a pesar de que
idealmente se divide a la mitad el tiempo de calculo duplicando el nimero de
procesadores, el costo de comunicacion se multiplica por un factor dado por
la arquitectura. Para explicar mejor la observaciéon anterior, podemos
observar la Tabla 4.4, en la que se muestra el numero de pasos en que se
realiza la factorizacion para cada una de ellas

Tabla 4.4: NUMEROD DE PASOS EN QUE SE LLEVA A CABO LA FACTORIZACION

Matriz Y12M p=1 p=2 p=4 p=8 p=16
ARC130 129 Z5 22— 20 19 18
GRE 343 342 90 78 74 73 71
HOR 131 433 191 191 164 189 170
NNC 666 665 199 140 120 104 100
ORSIRR 2 885 279 - 230 223 231 236
PDE 9511 960 179 142 129 132 131
JPWH 991 990 288 268 238 233 232
SHERMAN1 999 187 153 150 138 148
GRE 1107 1106 343 283 226 203 218
PORES 2 1223 286 298 252 206 190
ORSREG 1 2204 613 490 533 497 239
SAYLR 4 3563 837 796 654| 554 491

o] Gmn e ot DR s ) ST R S [~} TR pru [Feisii CREGR i <3 e et e e [ 27 R
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Como podemos observar, el nimero de pasos en que se lleva a cabo
la factorizacion es, en general, poco variable para cada matriz (considerando
solo el algoritmo paralelo), por lo que es légico preguntarse por qué el tiempo
no disminuye en la misma proporcién que el niumero de procesadores; y la
respuesta es el costo de comunicacioén, como ya habiamos comentado. Otro
hecho a observar en la Tabla 4.4 es que el nimero de pasos con el programa
paraleloes mucho menor que el nimero de pasos de Y12M, lo cual es prueba
de que el algoritmo que permite obtener los conjuntos compatibles es bueno.

Aceleracién

La aceleracion Sp ("speed-up") de un algoritmo paralelo viene dada
como el cociente del tiempo de ejecucion del mejor algoritmo secuencial
conocido entre el tiempo de ejecucion del algeritmo con p procesadores. En
la Gréfica 4.1, podemos observar la aceleracion del programa paralelo para
cuatro ce las matrices seleccionadas.

Grafica 4.1: ACELERACION
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tiempo de célculo pesa mas sobre el tiempo total de factorizacion que el
tiempo de comunicacion, y por consiguiente, se mejoren los tiempos de
procesamiento a medida de que se incremente el nimero de
procesadores.

5.) El algoritmo que permite la obtencion de conjuntos compatibles disefiado
genera conjuntos de alta cardinalidad, con pivotes estables
numéricamente, a un bajo costo computacional, lo que constituyé nuestra
ayuda principal para mejorar los tiempos respecto del reconocido
algoritmo secuencial Y12M.

6.) Por dltimo, es recomendable pruebar la implementacion del mismo
algoritmo en una arquitectura hipercubica, o en su defecto, en una red de
transputers con una topologia virtual de hipercubo, si la arquitectura y el
sistema operativo lo permiten. Es posible que los tiempos mejoren aun
mas de esta forma, ya que el costo de comunicacién disminuiria al
utilizarse los enlaces directos entre los procesadores que el algoritmo
requiere, y no utilizar el sistema operativo para enrutarlo a través de
procesaacres intermedios.
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Apéndice:

Algunos Detalles
de Implantacién

"E munds estd hechs de detalles"
Proventio sfutigus

En este apéndice discutiremos algunos detalles importantes de |a
implementacion del algoritmo que describimos en el capitulo 3, tal como lo es
el lenguaje utilizado y alguncs procedimientos del mismo.

El algoritmo fue implementado en una arquitectura MIMD basada en
transputers, la PARSYTEC MC-3 DE, en la cual puede realizarse
comunicacion  sincrona y asincrona, y como ya habiamos mencionado,
elegimos hacerlo de forma asincrona. En la comunicacion sincrona, se
permiten mensajes de cualquier longitud, pero el proceso que envia el
mensaje tiene que esperar que el proceso destino lo reciba en su totalidad
para continuar con la ejecucién de otras instrucciones; mientras que en la
asincrona, los mensajes tienen una longitud limite de 1024 bytes
(especificamente para la PARSYTEC MC-3 DE), pero el proceso que origina
el mensaje no debe esperar por el proceso destino, sino que continda
inmediatamente su ejecucion.  Es claro que ambos tipos de comunicacion
tienen ventajas y desventajas. Sin embargo, usamos rutinas asincronas ya
que en la practica hemos obtenidos mejores tiempos con ellas, aun cuando

se tenga que dividir mensajes grandes en pequefios mensajes de a lo sumo
1024 bytes.
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Ahora bien, existen dos formas distintas de implementar |a
comunicacién asincrona, segun se definan o no enlaces virtuales. En caso
de que se definan, los procesadores que van a comunicarse en algun
momento dado, establecen la comunicacién de forma alin mas rapida (a nivel
de ejecucion) que en el caso de qué no sean definidos y tengan que
enrutarse de forma aleatoria.  Sin embargo, la programacién de la
comunicacioén aleatoria es de mayor simplicidad, y hemos elegido hacerla de
dicha forma, debido a que no se ha podido realizar atn una implantacién
exitosa de la comunicacion asincrona basada en enlaces virtuales.

Lenguaje de programacion empleado

El lenguaje que usamos para la programacion es C. Los motivos que
originaron esta decision fueron los siguientes:

1. Es uno de los dos lenguajes con que contamos actualmente en la UCV
para programar bajo el sistema operativo de |3 PARSYTEC MC-3 DE,
PARIX (extensiones PARalelas de UNI/X).

2. El codigo C es portable, lo que nos permite probar rutinas no paralelas en
ambientes  integrados como Turbo C ¢ C+#+, para microcomputadores
compatibles con IBM, por ejemplo.

3. La experiencia que tenemos de trabajar con <! lenguaje, gracias a la cual
se disminuyé el tiempo de desarrollo del programa.

4. Cuenta con rutinas de manejo de archivos, memoria, comunicacion (en
PARIX) y otras, que fueron de gran utilidad a la hora de escribir el
programa. .

5. Esun lenguaje de nivel medio que suele producir programas tan eficaces
como los codificados en lenguaje ensamblador, manteniendo las ventajas
de un lenguaje de alto nivel.

€. Permite manejar cémodc y eficientemente apuntadores y estructuras
dinamicas que es en lo que se basan nuestras estructuras, a diferencia de
la otra opcién que teniamos, el lenguaje FORTRAN.
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® memcpy. Permite copiar un bloque de memoria de n bytes desde una
direccién origen hasta una direccion destino. Este procedimiento es muy
usado cuando necesitamos inclyijr un relleno en una columna cuyos
elementos deben estar ordenados ascendentemente por indices de filg.
Para ello, una vez ubicada |5 posiciéon docnde debe insertarse el relleno,
se despiazan en una posicién los elementos con indice mayor, para poder
colocar el relleno Y mantener |3 condicidn,

ceros.

° Mmalloc: Asigna memoria a un apuntador. Su (nico parametro es |a
Cantidad de bytes requeridos, y retorna la direccién de memoria donde
Comienza |a cadena que asigna. Lo usamos al inicializar todas |[as
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3) Rutinas  parg la comunicacion: | as rutinas de Comunicacion
asincrénica utilizadas fueron:

. PutMessage: Permite g Procesador que |3 invoca enviar un mensaje de
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