
Das Adams-Riemann-Roch-Theorem in der höheren

äquivarianten K -Theorie

Einleitung

Der Adams-Riemann-Roch’sche Satz steht im Zentrum des Beweises des allgemeinen Grothen-
dieck-Riemann-Roch-Theorems nach [6], [19] bzw. [22]. Ihn für die höhere äquivariante K -
Theorie zu formulieren und zu beweisen, ist der Inhalt dieser Arbeit:

Sei X ein Schema versehen mit einer Operation einer Gruppe G . Unter einem G -Modul auf
X verstehen wir einen OX -Modul E zusammen mit in g ∈ G funktoriellen Homomorphismen

g : g∗E → E .

Wir bezeichnen mit P(G,X) die Kategorie der lokalfreien G -Moduln auf X und definieren für
jedes q ≥ 0 die q -te äquivariante K -Gruppe als

Kq(G,X) := Kq(P(G,X))

(vgl. [14]). Wir setzen K(G,X) := ⊕q≥0Kq(G,X) .

Satz: Sei f : X ↪→ Y eine reguläre abgeschlossene G -Immersion von G -Schemata mit Konor-
malengarbe N . Dann kommutiert für jeden Adamsoperator ψj (j ∈ IN) folgendes Diagramm:

K(G,X)
θj(N )ψj

−→ K(G,X)
↓ f∗ ↓ f∗

K(G, Y )
ψj

−→ K(G, Y );

hierbei bezeichnet θj(N ) die j -te kannibalistische Klasse von N und f∗ die auf den K -
Gruppen induzierte Abbildung.

Wenn G auf X und Y trivial operiert, so läßt sich die entsprechende Aussage auch allgemeiner
für projektive Morphismen f von vollständigem Durchschnitt beweisen. Falls beispielsweise X
eine abelsche Varietät und E ein lokalfreier G -Modul auf X ist, so besagt sie im Fall q = 0
und j = 2 folgende Gleichheit von virtuellen Darstellungen von G :∑

i(−1)i([H i(X, E ⊗ E)]− 2[H i(X,Λ2E)]) =

= 2dim(X) ·
∑
i(−1)i([H i(X, E)⊗H i(X, E)]− 2[Λ2H i(X, E)]).
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Das wichtigste Ingredient des Satzes ist die bereits zur Formulierung benötigte λ -Struktur auf
der äquivarianten K -Theorie.

Fundamental hierfür ist die Berechnung der äquivarianten K -Theorie des projektiven G -Faser-
bündels IP(E) zu einem lokalfreien G -Modul E (vom Rang r + 1) auf einem G -Schema X
(vlg. (2.3)):

K(G, IP(E)) ∼= ⊕ri=0K(G,X).

Aus ihr ergibt sich das Zerfällungsprinzip für lokalfreie G -Moduln und folglich, daß die durch
äußeres Potenzieren gegebene Prä-λ -Struktur auf K0(G,X) für jede Gruppe G in der Tat eine
λ -Struktur ist (vgl. (2.5)).

Auf den höheren K -Gruppen läßt sich eine λ -Ring-Struktur definieren, falls die Gruppe G
endlich und das Schema X glatt und quasiprojektiv über einer regulären, affinen Basis S ist.
Dies geschieht wie folgt:

Ist zunächst X = Spec(A) affin, so interpretieren wir den Schleifenraum ΩBQP des klassifi-
zierenden Raumes BQP der Quillenkategorie QP zur Kategorie P = P(G,A) der projektiven
G -Moduln über A als klassifzierenden Raum B(S−1S) der Kategorie S−1S ([7]) und konstru-
ieren für jeden CW-Komplex Z einen natürlichen Homomorphismus

r(Z) : K̃0(π1(Z),P)→ [Z,B(S−1S)0]∗

von der reduzierten Grothendieckgruppe der Darstellungen der Fundamentalgruppe von Z in
P in die Gruppe der punktierten Homotopieklassen von stetigen Abbildungen von Z nach
B(S−1S)0 (§3). Mithilfe dieser natürlichen Transformation r(−) übertragen wir die λ -Struktur
des λ -Ringes K0(π1(Z) × G,X) = K0(π1(Z),P) (vgl. (2.5)) auf die Gruppe [Z,B(S−1S)0]∗
und damit insbesondere auf

Kq(G,X) = [Sq, (ΩBQP)0]∗ = [Sq, B(S−1S)0]∗

Für beliebiges X konstruieren wir ein (absolut) affines G -Schema π : W → X , das dieselben
äquivarianten K -Gruppen wie X besitzt, und ziehen die λ -Struktur von K(G,W ) längs des
Ringisomorphismus π∗ : K(G,X) →̃K(G,W ) auf K(G,X) zurück (§4). — Zur Konstruktion
von W betten wir X äquivariant und affin in ein projektives Faserbündel IP(E) eines lokalfreien
G -Moduls E auf S vom Rang r+1 ein (vgl. (1.6)). Das Stiefelschema Stief (E) zum Multiindex
(r, 1) ist dann in natürlicher Weise ein affines Schema über IP(E) , und wir definieren W als das
Faserprodukt von Stief(E ) und X über IP(E) . Die Isomorphie der induzierten Abbildung
π∗ : K(G,X) → K(G,W ) ergibt sich aus einer verallgemeinerten Version des Homotopietheo-
rems (vgl. (2.9)) und aus einer geeigneten geometrischen Interpretation des Stiefelschemas als
IP(E) -Schema (vgl. (4.1)).

Allgemeiner als einleitend beschrieben wird in §5 der Riemann-Roch’sche Satz ohne Nenner für
beliebige natürliche Operationen µ der Augmentation 0 bewiesen. Die wesentlichen Hilfsmittel
hierbei sind eine äquivariante Version der Deformation ins Konormalenbündel (vgl. (1.5)) und
die Schnittformel (2.8) der Exzessdimension 0.

Diese Arbeit ist Teil meiner Dissertation. Ich möchte mich recht herzlich bei Herrn Prof. Dr.
Tamme bedanken für die freundliche Betreuung und die zahlreichen Anregungen, die mir insbe-
sondere durch die Vorlesung “K-Theorie und Riemann-Roch” und die anschließenden Diplom-
arbeiten vermittelt wurden. Mein besonderer Dank gilt ferner Herrn Prof. Dr. Neukirch für die
mir zur Verfügung gestellte Stelle als wissenschaftliche Hilfskraft. Schließlich möchte ich mich
beim Referenten dieser Arbeit für etliche hilfreiche Hinweise bedanken.
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§1 G–Schemata und G–Moduln

Sei G eine Gruppe.

(1.1) Sei X ein noethersches Schema versehen mit einer Operation von G (kurz: G–Schema).
Wir bezeichenen für jedes g ∈ G den zugehörigen Automorphismus von X wieder mit g .
Unter einem G–Modul auf X verstehen wir einen OX –Modul M zusammen mit einem OX –
Homomorphismus g∗M → M für jedes g ∈ G (wird wieder mit g bezeichnet) derart, da
1 = idM und für je zwei g, h ∈ G das Diagramm

(gh)∗M gh→ M
∥ ↑ h

h∗g∗M h∗(g)→ h∗M

kommutiert. Zum Beispiel ist die Strukturgarbe OX in kanonischer Weise ein G–Modul auf
X . Ein Morphismus α : M → N von G–Moduln auf X ist ein OX –Homomorphismus
α :M→N derart, daß für alle g ∈ G das Diagramm

g∗M g∗α→ g∗N
↓ g ↓ g
M α→ N

kommutiert.

Für zwei G–Moduln M,N auf X sind offenbar auch die direkte Summe M⊕N , das Ten-
sorprodukt M⊗ N , die n–te symmetrische Potenz SnM und die n–te äuere Potenz ΛnM
G–Moduln auf X und erfüllen in der Kategorie N (G,X) der G–Moduln auf X die entspre-
chenden universellen Eigenschaften. Ferner bilden N (G,X) und die Kategorie M(G,X) der
kohärenten G–Moduln auf X abelsche Kategorien; der Vergißfunktor

N (G,X)→ N (X) bzw.M(G,X)→M(X)

ist konservativ. Schließlich ist die Kategorie der lokalfreien G– Moduln auf X (lokalfrei bedeute
immer auch von endlichem Rang) eine exakte Kategorie im Sinne von Quillen ([14]).

Für jeden Morphismus f : X → Y von G–Schemata definiert das direkte Bild bzw. schema-
theoretische Urbild zueinander adjungierte Funktoren

f∗ :M(G,X)→M(G, Y ) und f∗ :M(G, Y )→M(G,X);

insbesondere sind die Adjunktionen M → f∗f
∗M und f∗f∗N → N G–linear. Ein abge-

schlossenes Unterschema Y eines G–Schemas X ist genau dann G–invariant, wenn die zu-
gehörige Idealgarbe I ein G–Untermodul von OX ist. Insbesondere ist die Konormalengarbe
C := i∗(I) einer abgeschlossenen G–Immersion i : Y → X ein G–Modul auf Y .

(1.2) Symmetrisieren: Sei X ein G–Schema und M ein OX –Modul. Durch Vertauschen
der Summanden

h∗(⊕g∈Gg∗M) = ⊕g∈Gh∗g∗M→̃ ⊕g∈G g∗M

wird ⊕g∈Gg∗M zu einem G–Modul auf X . Dies gibt einen Funktor

N (X)→ N (G,X),
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der linksadjungiert zum Vergißfunktor N (G,X)→ N (X) ist :

HomG(⊕g∈Gg∗M,N ) = Hom(M,N )

Die kanonischen Abbildungen ⊕g∗N → N und M → ⊕g∗M sind dabei die Adjunktionen.
Rechtsadjungiert zum Vergißfunktor ist entsprechend

N → N (G,X), M 7→
∏
g∈G

g∗M

Falls G endlich ist, hat man damit zwei Paare adjungierter Funktoren sogar zwischen den
Kategorien M(X) und M(G,X) der kohärenten Moduln.

Als Folgerungen erhalten wir:

(1.2.1) Notiz: N (G,X) besitzt genügend viele injektive Objekte und für jeden G–Morphismus
f : X → Y sind die herkömmlichen höheren direkten Bilder Rif∗M versehen mit den Homo-
morphismen

Rif∗M
Rif∗(g)−→ Rif∗(g∗M) = g∗(R

if∗M)

die Ableitungen von f∗ : N (G,X)→ N (G, Y ) .

Falls nämlich M ∈ N (G,X) und M ↪→ F eine Einbettung in einen injektiven OX –Modul
F ist, so ist der dazugehörige G–Morphismus M ↪→

∏
g∈G g∗F eine G–Einbettung in ein

injektives Objekt aus N (G,X) . Die oben definierten Funktoren bilden damit offensichtilich
einen universellen δ –Funktor.

(1.2.2) Notiz: Falls G endlich ist, so ist jeder quasikohärente G–Modul M auf X induktiver
Limes seiner kohärenten G–Untermoduln.

Falls nämlich N ein kohärenter OX –Untermodul von M ist, so ist Bild (⊕g∗N → M) ein
kohärenter G–Untermodul von M , der N umfaßt. Damit folgt (1.2.2) aus der entsprechenden
nichtäquivarianten Aussage.

(1.3) Affine und projektive Faserbündel: Sei S ein G–Schema und E ein quasikohärenter
G–Modul auf S . Es bezeichne (G− Sch/S) die Kategorie der G–Schemata über S .

Aus Funktorialitätsgründen ist das affine Faserbündel V (E) ein Objekt der Kategorie (G −
Sch/S) . Es stellt folgenden Funktor dar:

(G− Sch/S) → Ens
T 7→ HomG(E(T ),OT ).

Ebenso ist das projektive Faserbündel p : IP(E) → S ein Objekt der Kategorie (G − Sch/S) .
In natürlicher Weise ist dabei der universelle invertierbare OIP(E) –Modul OIP(1) ein G–Modul
auf IP(E) derart, daß der kanonische Epimorphismus

p∗E → OIP(1)

G–linear ist. IP(E) stellt folgenden Funktor dar:

(G− Sch/S) → Ens
T 7→ {invertierbareG−Quotienten von E(T )}

Insbesondere sind auch
E → p∗p

∗E → p∗OIP(1)
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und allgemeiner

Sym(E)→ Γ∗(OIP)
def
= ⊕n≥0 p∗(OIP(n))

G–Morphismen und sogar G–Isomorphismen, falls E lokalfrei ist. Für lokalfreies E (vom Rang
r) folgt auch, daß die Koszulauflösung

O → ΛrE(IP) ⊗O(−r)→ . . .→ E(IP) ⊗O(−1)→ OIP → O

eine exakte Sequenz von G–Moduln auf IP(E) ist.

(1.4) Aufblasungen: Für jede abgeschlossene G–Immersion i : Y ↪→ X von noetherschen
G -Schemata X ,Y ist die Aufblasung Bl Y (X) von X längs Y ein Objekt der Kategorie (G−
Sch/X) mit folgender “Minimaleigenschaft”:

Sei f : Z → X ein G–Morphismus, so daß f−1(Y ) ein Cartierdivisor auf Z ist. Dann gibt es
genau einen G–Morphismus f : Z → BlY (X) , so daß das Diagramm

Z
f→ BlY (X)
f ↓

X

kommutativ ist.

(1.5) Deformation ins Konormalenbündel: Sei i : Y ↪→ X eine reguläre abgeschlossene
G–Immersion noetherscher G–Schemata der Kodimension d mit der lokalfreien G–Konorma-
lengarbe C . Dann ist der Nullschnitt i′ : Y ↪→ X ′ := IPY (C ⊕OY ) ebenfalls ein G–Morphismus
(siehe (1.3)).
Wir wiederholen (vgl. [6]): Sei M die Aufblasung der projektiven Gerade IP1

X längs Y (ein-
gebettet durch s∞ : Y ↪→ X ↪→ IP1

X ) und φ : M → IP1
X die kanonische Projektion. Dann

ist φ außerhalb ∞ ein Isomorphismus, die Faser φ−1(∞) über ∞ enthält das Schema X ′

und der Nullschnitt i′ : Y ↪→ X ′ ist disjunkt zu φ−1(∞)\X ′ . Durch φ wird also das Schema
X = φ−1(0) “längs IP1 ” in das Konormalenbündel X ′ ⊂ φ−1(∞) deformiert.

Es ist unmittelbar aus (1.3) und (1.4) ersichtlich, daß hierbei alle Konstruktionen äquivariant
druchführbar sind.

(1.6) Lemma (Quasiprojektive G–Schemata): Sei G eine endliche Gruppe, sei Y ein
noethersches G–Schema und q : X → Y ein G–Morphismus von endlichem Typ. Dann gilt:
Wenn q quasiprojektiv ist, so existiert eine Faktorisierung

q : X
i
↪→ IPY (E)

p→ Y

von q , wobei E ein kohärenter G–Modul auf Y , i eine G–Immersion und p die kanonische
Projektion ist.
Fallls Y einen amplen invertierbaren Modul besitzt, so kann E lokalfrei gewählt werden.

Beweis(vgl. auch [4]): Sei L ein sehr ampler OX – Modul relativ zu q . Dann ist auch M :=
⊗g∈Gg∗L ein sehr ampler OX –Modul relativ zu q und trägt offenbar eine G–Struktur. Daraus
folgt: q∗(M) ist ein quasikohärenter G– Modul auf Y , die Adjunkton q∗q∗M → M ist ein
surjektiver G–Homomorphismus und der zugehörige Morphismus X ↪→ IPY (q∗M) ist eine G–
Immersion ((1.1) + (1.3) + [8] II (4.4.4)).

Wir schreiben nun q∗M = ∪λNλ mit kohärenten G–Untermoduln Nλ von q∗M ((1.2.2)).
Dann gibt es ein λ derart, daß q∗Nλ →M surjektiv ist und daß der induzierte G–Morphismus
X ↪→ IPY (Nλ) eine Immersion ist ([8] II (3.8.4)). Dies zeigt die Behauptung.
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Falls Y einen amplen invertierbaren Modul besitzt, so ist bekanntlich Nλ Quotient eines lokal-
freien OY –Moduls E und damit G–Quotient des lokalfreien G–Moduls ⊕g∈Gg∗E (Symmetri-
sieren (1.2)). Es folgt die Behauptung.

§2 Äquivariante K- und K′ -Theorie

Sei G eine Gruppe und X ein noethersches G -Schema.

Definition: Die zu der exakten Kategorie M(G,X) bzw. P(G,X) gehörige K -Gruppe

K ′
q(G,X) := Kq(M(G,X))

bzw.
Kq(G,X) := Kq(P(G,X))

im Sinne von [14] heißt die q -te äquivariante K ′ - bzw. K -Gruppe des G -Schemas X
( q ≥ 0 ).

K ′
0(G,X) bzw. K0(G,X) ist also (vgl. [14]) die Grothendieckgruppe von M(G,X) bzw.
P(G,X) . Das Tensorprodukt macht K0(G,X) zu einem kommutativen Ring mit Einselement
[OX ] und Kq(G,X) bzw. K ′

q(G,X) zu einem K0(G,X) -Modul (vgl. [14]). Wenn man für
x, x′ ∈ K0(G,X) und y, y′ ∈ ⊕q≥1Kq(G,X)

(x, y) · (x′, y′) := (xx′, xy′ + x′y)

setzt, so wird
K(G,X) := ⊕q≥0Kq(G,X)

zu einer graduierten K0(G,X) -Algebra.

K(G,X) bzw. K ′(G,X) ist kontravariant funktoriell unter beliebigen bzw. flachen G -Mor-
phismen.

(2.1) Satz: In den folgenden Fällen ist der Poincare-Homomorphismus

K(G,X)→ K ′(G,X)

ein Isomorphismus:
a) G ist eine endliche Gruppe und X ist regulär und separiert.
b) Die Operation von G auf X faktorisiert über eine endliche Gruppe G′ und X ist eine glatte,
projektive Varietät über einem Körper k mit G -äquivariantem Strukturmorphismus.

Der Beweis ergibt sich sofort aus dem nachfolgenden Lemma. Es bezeichne P∞(G,X) die volle
Unterkategorie von M(G,X) der Objekte F ∈M(G,X) , die eine endliche P(G,X) -Auflösung
besitzen.

(2.2) Lemma: In den folgenden Fällen ist jeder kohärente G -Modul F auf X G -Quotient
eines lokalfreien G -Moduls E auf X :
a) G ist eine endliche Gruppe und X besitzt einen amplen invertierbaren OX -Modul oder
allgemeiner eine ample Familie von invertierbaren OX -Moduln.
b)Die Operation von G auf X faktorisiert über eine endliche Gruppe G′ (G→ G′ → Aut(X) )
und X ist eine projektive Varietät über einem Körper k mit G -äquivariantem Strukturmor-
phismus π : X → Spec(k) .
Insbesondere ist in beiden Fällen die kanonische Abbildung

K(G,X)
def
= K(P(G,X))→ K(P∞(G,X))
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ein Isomorphismus.

Beweis: zu a) (vgl. auch [21]) Bekanntlich ist der kohärente OX -Modul F Quotient eines lokal-
freien OX - Moduls Ẽ . Dann ist E := ⊕g∈Gg∗Ẽ ein lokalfreier G -Modul auf X von endlichem
Rang (vgl. Symmetrisieren (1.2)). Zu Ẽ → F gehört ein G -Morphismus E → F (vgl. (1.2))
und dieser ist wieder surjektiv.
zu b) (vgl. auch [4]): Sei L ein ampler invertierbarer OX -Modul. Dann ist auch M := ⊗g∈G′g∗L
ein ampler OX -Modul und M trägt eine G′ -Struktur, also auch G -Struktur. Es gibt ein
n ∈ IN , so daß F ⊗M⊗n von globalen Schnitten erzeugt wird, d. h. die Adjunktion

π∗π∗(F ⊗M⊗n)→ F ⊗M⊗n

ist ein Epimorphismus. π∗(F ⊗ M⊗n) ist ein endlich erzeugter (lokal)freier G -Modul auf
Spec(k ). Der lokalfreie G -Modul E := π∗π∗(F ⊗M⊗n) ⊗M⊗−n erfüllt also die gewünsch-
ten Eigenschaften.

Fundamental für das folgende ist die Berechnung der K - und K ′ -Theorie projektiver Faser-
bündel. Sei G eine Gruppe und E ein lokalfreier G -Modul vom Rang r auf dem G -Schema X
und

p : IP := IPX(E)→ X

das zugehörige Faserbündel.

(2.3) Satz (K-Theorie projektiver Faserbündel): Die Abbildung

⊕r−1
j=0K(G,X) → K(G, IP)

(a0, . . . , ar−1) 7→
∑r−1
j=0 p

∗(aj) · [OIP(−j)]

ist ein Isomorphismus.

Aufgrund von (1.3) überträgt sich der Quillensche Beweis ([14]) sofort in diese Situation (vgl.
auch [21] und [2]). Mit einigen Vereinfachungen kann man ihn auch auf die K ′ -Theorie anwenden
(vgl. auch [21]):

(2.4) Satz (K′ -Theorie projektiver Faserbündel): Die Abbildung

⊕r−1
j=0K

′(G,X) → K ′(G, IP)

(a0, . . . , ar−1) 7→
∑r−1
j=0 p

∗(aj) · [OIP(−j)]

ist ein Isomorphismus.

(2.5) Die λ -Struktur auf K0(G,X) : Die äußere Potenzierung lokalfreier G -Moduln auf X
definiert offenbar eine Prä- λ -Struktur auf K0(G,X) , d. h. man hat Abbildungen

λi : K0(G,X)→ K0(G,X), i ≥ 0,

für die gilt (x, y ∈ K0(G,X) ):

λi(x+ y) =
i∑

j=0

λj(x)λi−j(y).

Durch iterative Bildung von projektiven Faserbündeln erhält man aus (2.3) das Zerfällungs-
prinzip für lokalfreie G -Moduln E auf X , d. h.: Zu E gibt es einen glatten, projektiven
G -Morphismus f : X ′ → X mit den Eigenschaften:
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i) f∗ : K(G,X)→ K(G,X ′) ist injektiv
ii) f∗[E ] = [L1] + . . . + [Lr] in K0(G,X

′) , wobei L1, . . . ,Lr invertierbare G -Moduln auf X ′

sind.
Es folgt, daß obige Prä-λ -Struktur auf K0(G,X) in Wahrheit eine λ -Struktur ist; d. h. für alle
x, y ∈ K0(G,X) gilt:

λi(x · y) = Pi(λ
1x, . . . λix, λ1y, . . . λiy)

λiλj(x) = Pi,j(λ
1x, . . . λijx),

wobei Pi bzw. Pi,j das entsprechende universelle Polynom aus der Theorie der λ -Ringe ist (vgl.
[6]).

(2.6) Die Abbildung f∗ : In diesem Abschnitt wird für projektive Morphismen f von vollstän-
digem Durchschnitt eine kovariante Abbildung f∗ auf der äquivarianten K -Theorie definiert.
Sei dazu G eine endliche Gruppe und S ein affines noethersches G -Schema.

Sei zunächst f : X → Y eine reguläre abgeschlossene G -Immersion von quasiprojektiven G -
Schemata über S . Jedes G ∈ M(G,X) besitzt nach (2.2) eine G -Auflösung durch Objekte aus
P(G,X) . Falls F ∈ P∞(G,X) ist, so kann diese für G := f∗(F) nach Schanuel’s Lemma und
[6], S.135 sogar endlich gewählt werden. Der hiernach wohldefinierte Funktor

f∗ : P∞(G,X)→ P∞(G, Y )

ist exakt und definiert also nach (2.2) einen Homomorphismus

f∗ : K(G,X)→ K(G, Y ).

Wenn f : IPY (E) → Y die Projektion eines projektiven G -Faserbündels zu einem lokalfreien
G -Modul auf Y vom Rang r (d. h. eine sogenannte “elementare Projektion”) ist, so sei die
Abbildung f∗ definiert als die Komposition

K(G, IP(E))
(2.3)∼= ⊕r−1

j=0K(G, Y )
0−te Projektion−→ K(G, Y )

Wenn f : X → Y ein projektiver G -Morphismus von vollständigem Durchschnitt von quasi-
projektiven G -Schemata über S ist, so besitzt dieser nach (1.6) eine Faktorisierung

f = p ◦ i : X i
↪→ IPY (E)

p→ Y

in eine reguläre abgeschlossene Immersion i und den Strukturmorphismus p eines projektiven
G -Faserbündels IPY (E) . Wir definieren f∗ : K(G,X)→ K(G, Y ) als die Komposition p∗ ◦ i∗ .
(2.7) Lemmma: a) f∗ hängt nicht ab von der gewählten Faktorisierung.
b) f∗ ist funktoriell für projektive G -Morphismen f von vollständigem Durchschnitt.
c) Projektionsformel: Für alle x ∈ K(G,X) und y ∈ K(G, Y ) gilt:

f∗(f
∗(y) · x) = y · f∗(x)

Beweis: Die Aussagen b) und c) sind offenbar richtig für reguläre G -Immersionen i und ele-
mentare G -Projektionen p und damit, falls a) gezeigt ist, auch allgemein für projektive G -
Morphismen f von vollständigem Durchschnitt. Für a) kann man aufgrund von geometrischen
Standardkonstruktionen (vgl. [6]) ohne Einschränkung f = idX annehmen. In diesem Fall ist
dann zu zeigen:

p∗ ◦ i∗(x) = x für alle x ∈ K(G,X).
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Sei zuerst x = 1 = [OX ] ∈ K0(G,X) und sei E → L der invertierbare G -Quotient auf X , der
die Einbettung i : X ↪→ IP(E) definiert (siehe (1.3)). Indem man mit L⊗−1 tensoriert, kann
man ohne Einschränkung annehmen, daß L = OX trivial ist. Dann ist i : X ↪→ IP(E) das
Nullstellenschema des regulären G -Schnitts

H ↪→ p∗E → OIP

von Ȟ , wobei H die universelle Hyperebenengarbe auf IP(E) ist. Nach [6], Kap. V, Proposition

4.3 ist also i∗(1) = λ−1(H)
def
=

∑
i(−1)i[ΛiH] . Für die λ -Reihe λt(H) =

∑
i≥0[Λ

iH]ti gilt:

p∗(λt(H)) = p∗(λt(p
∗E) · λt(O(1))−1) (Def vonH)

= λt(E) · p∗(λt(O(1))−1) (Projektionsformel für p)
= λt(E) · p∗(

∑
i(−1)i[O(i)]ti) (geom. Reihe)

= λt(E) ·
∑
i(−1)i[SymiE ]ti (vgl. (1.3))

= 1 (vgl. [6], S.117)

Insbesondere ist also p∗i∗(1) = p∗(λ−1(H)) = 1 . Für beliebiges x ∈ K(G,X) folgt daraus

p∗i∗(x) = p∗i∗(i
∗p∗(x))

= p∗(p
∗(x) · i∗(1)) = x · p∗i∗(1) (Proj.− Formel)

= x

(2.8) Satz (Schnittformel der Exzessdimension 0): Sei G eine endliche Gruppe und S
ein affines, noethersches G -Schema. Sei

Y1
i1→ X1

ψ ↓ ↓ φ
Y

i→ X

ein kartesisches Diagramm von quasiprojektiven G -Schemata über S , wobei i, i1, φ, ψ reguläre
abgeschlossene G -Immersionen seien und die Kodimension von i gleich der von i1 sei. Dann
kommutiert folgendes Diagramm:

K(G, Y1)
(i1)∗→ K(G,X1)

ψ∗ ↑ ↑ φ∗

K(G, Y )
i∗→ K(G,X)

Beweis: Nach [8] II, Corollaire (1.5.2) ist die Komposition von exakten Funktoren

P(G, Y )
ψ∗
→ P(G, Y1)

(i1)∗→ P∞(G,X1)

isomorph zum exakten Funktor

P(G, Y )
φ∗◦i∗→ P∞(G,X1).

Es verbleibt also zu zeigen, daß dieser auf den K -Gruppen die Komposition der Homomorphis-
men φ∗ und i∗ induziert. Wir führen dazu die volle Unterkategorie T (G,X) der Objekte F
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aus P∞(G,X) ein, für die T orOX
i (F ,OX1) = 0 für alle i ≥ 1 ist. Die zu zeigende Aussage folgt

dann anhand des kommutativen Diagramms

P(G,X)
φ∗
→ P(G,X1)

↓ ↓
T (G,X) φ∗ P∞(G,X1)

i∗ ↓
P(G, Y )

i∗→ P∞(G,X)

von exakten Funktoren aus folgenden Behauptungen:
a) Für jedes F ∈ P(G, Y ) ist i∗(F) ∈ T (G,X) .
b) Für jedes E ∈ T (G,X) ist φ∗E ∈ P∞(G,X1) .
c) Die kanonische Abbildung

K(T (G,X))→ K(P∞(G,X))

ist ein Isomorphismus.
Für F ∈ P(G, Y ) gilt nach [3], VII (2.4) und (2.5):

T orOX
i (i∗(F),OX1)

∼= F ⊗OY
T orOX

i (OY ,OX1)
∼= F ⊗OY

ΛiT orOX
1 (OY ,OX1)

= 0 für i ≥ 1

Also ist i∗(F) ∈ T (G,X) , d. h. die Behauptung a) ist bewiesen. Die Behauptung b) folgt sofort
aus der Definition der Kategorie T (G,X) . Für die Behauptung c) wenden wir das Auflösungs-
theorem von Quillen an ([14], Corollary 3, S. 111): Dazu sind folgende Voraussetzungen zu
prüfen:
i) Jedes Objekt aus P∞(G,X) ist G -Quotient eines Objekts aus T (G,X) .
ii) Für jedes F ∈ P∞(G,X) verschwinden die Tor-Garben T orOX

i (F ,OX1) für genügend großes
i .
Diese folgen aber unmittelbar aus der Definition der Kategorie P∞(G,X) .

(2.9) Satz (Homotopietheorem): Sei G eine endliche Gruppe und X ein noethersches G -
Schema. Sei 0→ E ′ → E → E ′′ → 0 eine exakte Sequenz von lokalfreien G -Moduln auf X mit
rang(E) = r + 1, rang(E ′′) = r . Sei

IP(E ′′) i
↪→ IP(E)

j
←↩ U

q ↘ ↓ p ↙ π
X

das zugehörige Diagramm von G -Schemata über X , wobei U := IP(E)\IP(E ′′) das offene Kom-
plement sei. Dann ist

π∗ : K ′
q(G,X)→ K ′

q(G,U)

ein Isomorphismus.
Insbesondere ist für jeden lokalfreien G -Modul E auf X

π∗ : K ′
q(G,X)→ K ′

q(G,V (E))

ein Isomorphismus.
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Beweis: Indem man obige Sequenz mit Ě ′ tensoriert, kann man annehmen, daß E ′ = OX trivial
ist. In dieser Situation gilt dann:

i∗q
∗ = (1− [O(−1)])p∗ : K ′

q(G,X)→ K ′
q(G, IP(E)),

denn: Die exakte Sequenz

0→ OIP(E)(−1)→ OIP(E) → i∗OIP(E ′′) → 0

von kohärenten G -Moduln auf IP(E) liefert die Formel i∗(1) = 1− [O(−1)] und damit:

i∗q
∗ = i∗i

∗p∗ = i∗(1) · p∗ = (1− [O(−1)]) · p∗

Es folgt, daß das Diagramm

0 → K ′
q(G, IP(E ′′))

i∗→ K ′
q(G, IP(E))

j∗→ K ′
q(G,U) → 0

↑
∑r−1
n=0[O(−n)]q∗ ↑

∑r
n=0[O(−n)]p∗ ↑ π∗

0 → K ′
q(G,X)r → K ′

q(G,X)r+1 → K ′
q(G,X) → 0

(ao, . . . , ar−1) 7→ (a0, a1 − a0, . . . ,−ar−1)
(b0, . . . , br) 7→ b0 + . . .+ br

von K ′ -Gruppen kommutativ ist. Aufgrund der Berechnung (2.4) der K ′ -Theorie projektiver
Faserbündel sind die beiden linken senkrechten Pfeile Isomorphismen, daher ist i∗ injektiv und
folglich ist aufgrund der Lokalisierungssequenz (vgl. [21]; hierbei geht die Endlichkeit von G
ein) die obere Zeile exakt. Die untere Zeile ist offensichtlich exakt. Es folgt die Behauptung.

§3 Die λ -Struktur auf K(G,X) für affines X

Sei G eine endliche Gruppe und Spec(A ) ein affines, noethersches G -Schema, sei die Ordnung
von G invertierbar in A . Wir schreiben hier einfach P für die Kategorie P(G,A) der lokalfreien

G -Moduln auf Spec(A ). Das Ziel dieses Paragraphen ist es, auf K(G,A)
def
= ⊕q≥0Kq(G,A) eine

λ -Ring-Struktur einzuführen. Der Grundgedanke hierbei ist die Arbeit [9].

In Verallgemeinerung zum Satz von Maschke ([20], V. G. 17, S. 173) beweist man analog, daß
in der exakten Kategorie P jede kurze exakte Sequenz zerfällt. Nach [7] läßt sich somit der
Schleifenraum ΩBQP des klassifizierenden Raumes BQP der Quillenkategorie QP von P
folgendermaßen interpretieren:

Es sei S diejenige Unterkategorie von P , deren Objekte die von P sind und deren Morphis-
menklasse nur aus den Isomorphismen von P besteht. Die Kategorie S zusammen mit dem
Funktor

⊕ : S × S → S, (P,Q) 7→ P ⊕Q

ist dann eine sogenannte symmetrische monoidale Kategorie. Zu diesem “Monoid” S ist das
zugehörige “Gruppoid” S−1S wie folgt erklärt:

Definition der Kategorie S−1S :
Objekte: Paare (P,Q) mit P,Q ∈ S
Morphismen: Mor ((P1, Q1), (P2, Q2)) :=
{(X,α, β)|X ∈ S, α : P1 ⊕X →̃P2, β : Q1 ⊕X →̃Q2}/ ∼ ,
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wobei zwei Tripel (X,α, β) und (X ′, α′, β′) genau dann äquivalent seien, wenn ein Isomorphimus
γ : X →̃X ′ existiert derart, daß folgende Diagramme kommutieren:

P1 ⊕X
↘ α

1⊕ γ ↓ P2

↗ α′

P1 ⊕X ′

und

Q1 ⊕X
↘ β

1⊕ γ ↓ Q2

↗ β′

Q1 ⊕X ′

(3.1) Satz: Man hat eine natürliche Homotopieäquivalenz

ΩBQP ∼= B(S−1S)

von punktierten Räumen. Insbesondere gilt für die K -Gruppen von P :

Kq(P) = πq(0, B(S−1S))

Beweis: siehe [7], S. 228.

Im folgenden wird nun, ausgehend von [18], für jeden zusammenhängenden CW-Komplex X
ein natürlicher Homomorphismus

r(X) : K̃0(π1(X),P)→ [X,B(S−1S)0]∗

von der reduzierten Grothendieckgruppe K̃0(π1(X),P) der Darstellungen der Fundamental-
gruppe von X in P in die Gruppe [X,B(S−1S)0]∗ der punktierten Homotopieklassen von
stetigen Abbildungen von X nach B(S−1S)0 konstruiert.

Für jede Gruppe H seien dazu folgende Bezeichnungen erklärt:
a) Eine Darstellung von H in P ist ein Objekt P ∈ P zusammen mit einem Gruppenho-
momorphismus ρ : H → Aut(P ) .
b) Die Grothendieckgruppe K0(H,S) bzw. K0(H,P) sei erklärt als die freie abelsche Gruppe
über alle Isomorphieklassen von Darstellungen von H in P modulo den Relationen

[(P1, ρ1)⊕ (P2, ρ2)]− [(P1, ρ1)]− [(P2, ρ2)]

für je zwei Darstellungen (P1, ρ1), (P2, ρ2) von H in P , bzw. modulo den Relationen

[(P2, ρ2)]− [(P1, ρ1)]− [(P3, ρ3)]

für jede kurze exakte Sequenz

0→ (P1, ρ1)→ (P2, ρ2)→ (P3, ρ3)→ 0

von Darstellungen von H in P .
c) Die reduzierte Grothendieckgruppe K̃0(H,S) bzw. K̃0(H,P) sei die Faktorgruppe von K0(H,S)
bzw. K0(H,P) nach der von den trivialen Darstellungen erzeugten Untergruppe K0(P) .
Es bezeichne B(S−1S)0 die Zusammenhangskomponente von (0, 0) in B(S−1S) . Die direkte
Summe setzt sich auf S−1S fort:

S−1S × S−1S → S−1S
(P1, Q1), (P2, Q2) 7→ (P1 ⊕ P2, Q1 ⊕Q2)
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und induziert auf B(S−1S)0 eine H -Raum-Struktur, d. h. B(S−1S)0 wird zu einem Gruppe-
nobjekt in der Homotopiekategorie (vgl. [7]).

Sei nun eine Darstellung ρ : H → Aut(P ) gegeben. Wir definieren einen Funktor N von der
einpunktigen Kategorie Aut(P ) nach S−1S durch:

N : Aut(P ) → S−1S
P 7→ (P, P )
α 7→ (0, idP , α)

und bilden zu ρ̃ := N ◦ ρ die stetige Abbildung

B(ρ̃) : BH
B(ρ)→ BAut(P )

B(N)→ B(S−1S)0.

Dies setzt sich fort nach [18] fort zu einem Gruppenhomomorphismus

qH : K̃0(H,S) → [BH,B(S−1S)0]∗
ρ 7→ [B(ρ̃)]

Falls speziell H die Fundamentalgruppe eines zusammenhängenden CW-Komplexes X ist, so
erhält man mithilfe des 2-coskeletons

X → Bπ1(X)

somit einen Gruppenhomomorphismus

q(X) : K̃0(π1(X),S)→ [X,B(S−1S)0]∗

funktoriell in X (und S ); wir haben damit eine natürliche Transformation

q : K̃0(π1(−),S)→ [−, B(S−1S)0]∗

zwischen Funktoren von der Kategorie der zusammenhängenden CW-Komplexe in die Kategorie
der Gruppen (oder allgemeiner der punktierten Mengen).

Wir wiederholen: Eine natürliche Transformation

F → G

zwischen Funktoren von der punktierten Homotopiekategorie der endlichen zusammenhängen-
den CW-Komplexe in die Kategorie der punktierten Mengen heißt universell, falls für jeden
zusammenhängenden H -Raum Z und jede natürliche Transformation F → [−, Z]∗ das Dia-
gramm

F → [−, Z]∗
↘

G

eindeutig kommutativ ergänzt werden kann.

(3.2) Proposition: Die natürliche Transformation

q : K̃0(π1(−),S)→ [−, B(S−1S)0]∗

ist universell.
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Beweis: siehe [18].

(3.3) Satz: Für jede Gruppe H faktorisiert die Abbildung qH modulo K̃0(H,P) :

K̃0(H,S)
qH→ [BH,B(S−1S)0]∗

↓ rH
K̃0(H,P)

Insbesondere erhält man wie oben eine natürliche Transformation

r : K̃0(π1(−),P)→ [−, B(S−1S)0]∗

und diese ist wieder universell.

Beweis: Sei
(P., ρ.) : 0→ (P1, ρ1)→ (P2, ρ2)→ (P3, ρ3)→ 0

eine kurze exakte Sequenz von Darstellungen von H in P , d. h. eine Darstellung ρ. : H →
Aut(P.) von H in der Automorphismengruppe Aut(P.) der zugrundeliegenden exakten Sequenz

P. : 0→ P1 → P2
∼= P1 ⊕ P3 → P3 → 0

Zu zeigen ist die Gleichung

[B(ρ̃2)] = [B((ρ1 ⊕ ρ3) )̃] in [BH,B(S−1S)0]∗.

Wir definieren dazu Gruppenhomomorphismen

i : Aut(P1)×Aut(P3) → Aut(P.)
(α1, α3) 7→ (α1, α1 ⊕ α3, α3)

j, j′ : Aut(P.) →
→ Aut(P2) ∼= Aut(P1 ⊕ P3)

j : (α1, α2, α3) 7→ α1 ⊕ α3

j′ : (α1, α2, α3) 7→ α2

Dann gilt offenbar j ◦ i = j′ ◦ i , j ◦ ρ. = ρ1 ⊕ ρ3 , j′ ◦ ρ. = ρ2 . Wir fassen diese Abbildungen
zusammen in dem Diagramm von topologischen Räumen und stetigen Abbildungen

BH
Bρ.→ BAut(P.)

B(j)
→

B(j′)
→

BAut(P1 ⊕ P3) ∼= BAut(P2)
B(N)→ B(S−1S)0

B(i) ↑
BAut(P1)×BAut(P3)

Nach [15], Theorem 1, S. 205 ist für die Homologie mit Koeffizienten in Q die Abbildung

B(i)∗ : H∗(B(Aut(P1)×Aut(P3)))→ H∗(BAut(P.))

ein Isomorphismus, also die Abbildung

B(i)∗ : [BAut(P.), B(S−1S)0]∗ → [BAut(P1)×BAut(P3), B(S−1S)0]∗

injektiv (siehe Lemma 1.2, [9], S.243).
Wegen j ◦ i = j′ ◦ i ist [B(N) ◦B(j) ◦B(i)] = [B(N) ◦B(j′) ◦B(i)] und also [B(N) ◦B(j)] =
[B(N) ◦B(j′)] . Daraus ergibt sich die gewünschte Gleichung

[B(ρ̃2)] = [B(N) ◦B(ρ2)] = [B(N) ◦B(j′) ◦B(ρ.)] =
[B(N) ◦B(j) ◦B(ρ.)] = [B(N) ◦B(ρ1 ⊕ ρ3)] = B((ρ1 ⊕ ρ3)̃ )
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Daß die entstehende natürliche Transformation r(−) universell bleibt, folgt unmittelbar aus der
Surjektivität von K̃0(H,S)→ K̃0(H,P) .
(3.4) Korollar: Für jedes i ∈ IN ist die natürliche Transformation

ri : K̃0(π1(−),P)i → [−, B(S−1S)0]i∗

universell.

Beweis: Dies folgt aus dem folgenden kommutativen Diagramm

K̃0(π1(−),P)i
(rP )i−→ [−, B(S−1S)0]i∗

∥ ∥
K̃0(π1(−),P i)

r(Pi)−→ [−, B((Si)−1(Si))0]∗,

indem man die vorhergehenden Betrachtungen statt für P für P i anwendet.

Für jede Gruppe H wird Spec(A ) durch

H ×G pr→ G→ Aut(Spec(A))

zu einem H × G -Schema. Offensichtlich ist die Kategorie der lokalfreien H × G -Moduln auf
Spec(A ) äquivalent zur Kategorie der Darstellungen von H in P und folglich

K0(H,P) = K0(H ×G, Spec(A)).

Also ist nach (2.5) K0(H,P) ein λ -Ring. Er hat die Zerlegung

K0(H,P) = K0(P)⊕ K̃0(H,P)

in den λ -Unterring K0(P) und das λ -Ideal K̃0(H,P) .
Es sei nun

λi : [−, B(S−1S)0]∗ → [−, B(S−1S)0]∗
die eindeutig bestimmte kommutative Ergänzung (siehe Satz (3.3)) des Diagramms

x K̃0(π1(−),P)
r→ [−, B(S−1S)0]∗

↓ ↓
λi(x) K̃0(π1(−),P)

r→ [−, B(S−1S)0]∗

(3.5) Satz: Der Ring

K(G,A) = ⊕q≥0Kq(G,A) = K0(G,A)⊕ (⊕q≥1 [S
q, B(S−1S)0]∗)

(vgl. Satz (3.1)) versehen mit den Abbildungen λi definiert durch

λi(x, y) := (λi(x),
i−1∑
k=0

λk(x) · λi−k(y))

ist ein in A funktorieller λ -Ring.

Beweis: Für jedes R ∈ P induziert der Funktor

R⊗− : S−1S → S−1S
(P,Q) 7→ (R⊗ P,R⊗Q)
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eine stetige Abbildung
(*) [R]⊗− : B(S−1S)0 → B(S−1S)0
und damit insbesondere für jedes q ≥ 1 einen Homomorphismus

[R]⊗− : Kq(G,A)→ Kq(G,A)

(nach (3.1)). Der H-Raum B(S−1S)0 wird überdies durch die stetigen Abbildungen (*) zu einem
K0(P) -Modul-Objekt in der punktierten Homotopiekategorie. Diese K0(P) -Modulstruktur ist
kompatibel mit der Homotopieäquivalenz ΩBQP ∼= B(S−1S) (vgl. Beweis von Grayson [7]), d.
h. die auf Kq(P) = Kq(G,A) definierte K0(P) -Modulstruktur stimmt mit der aus §2 überein.
Offenbar ist für jedes R ∈ P die natürliche Transformation

[R]⊗− : [−, B(S−1S)0]∗ → [−, B(S−1S)0]∗

die eindeutig bestimmte kommutative Ergänzung (vgl. Satz (3.3)) des Diagramms

x K̃0(π1(−),P)
r→ [−, B(S−1S)0]∗

↓ ↓
[R]⊗ x K̃0(π1(−),P)

r→ [−, B(S−1S)0]∗

Ferner sei für jeden endlichen zusammenhängenden CW-Komples X eine in X funktorielle Mul-
tiplikation auf [X,B(S−1S)0]∗ als eindeutig bestimmte kommutative Ergänzung (siehe Korollar
(3.4)) des Diagramms

(x, y) (K̃0(π1(−),P))2
r2→ ([−, B(S−1S)0]∗)2

↓ ↓
x · y K̃0(π1(−),P)

r→ [−, B(S−1S)0]∗

erklärt.

Wenn S eine Kogruppe und H eine Gruppe in der punktierten Homotopiekategorie ist, so
stimmen auf [S,H]∗ die beiden Gruppenstrukturen überein. Folglich sind für jedes q ≥ 1 die
Multiplikation und die Abbildungen λi auf Kq(P) = [Sq, B(S−1S)0]∗ linear; für die Multipli-
kation bedeutet dies f · g = f · 0 + 0 · g , d. h. f · g = 0 für alle f, g ∈ Kq(P) .
Da somit sowohl die Ringstruktur als auch die Abbildungen λi auf K(G,A) über obige univer-
selle Transformation r definiert sind, ist mit K0(H,P) = K0(P)⊕ K̃0(H,P) auch K(G,A) ein
λ -Ring (vgl. [9] für eine genauere Schlußweise).

§4 Die λ -Struktur auf K(G,X) für quasiprojektives X

Für jedes quasiprojektive G -Schema U konstruieren wir in diesem Paragraphen ein affines G -
Schema W über U , das dieselben äquivarianten K ′ -Gruppen wie U besitzt. Mithilfe dieser
Konstruktion definieren wir dann für glattes U eine λ -Struktur auf dem Ring K(G,U) =
⊕q≥0Kq(G,U) .

Die Konstruktion von W geht im nichtäquivarianten Fall auf Jouanolou ([10]) zurück. Dem
Referenten dieser Arbeit möchte ich danken für den Hinweis auf die Jouanolou-Thomason-
Konstruktion ([24]), eine allgemeinere und einfachere Konstruktion, welche ebenfalls im äquiva-
rianten Fall durchführbar ist.

Wir beginnen mit folgender Interpretation des Stiefelschemas:
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Sei G eine Gruppe, S ein G -Schema und E ein lokalfreier G -Modul auf S vom Rang r + 1.
Aus Funktorialitätsgründen ist das Stiefelschema Stief(E ) zum Multiindex (r, 1) ein Objekt der
Kategorie (G− Sch/S) . Es stellt folgenden Funktor dar:

(G− Sch/S) → Ens
T 7→ {(E ′, E ′′) : E ′, E ′′ lokalfreieG−Untermoduln

von E(T ) vom Rang 1 bzw r mit E ′ ⊕ E ′′ = E(T )}

Die Zuordnung
(E ′ ⊕ E ′′ = E(T )) 7→ (E(T ) → E ′)

definiert ferner einen G -Morphismus

f : Stief(E)→ IP(E)

ins projektive Faserbündel IP(E) , wodurch Stief(E ) auch zu einem Objekt in (G− Sch/IP(E))
wird. Sei

0→ H i→ E(IP)
ε→ O(1)→ 0

die universelle exakte Sequenz auf IP(E) .
(4.1) Satz: Stief(E ) ist als G -Schema über IP(E) kanonisch isomorph zum Komplement
IPIP(E)(Ě(IP(E)))\IPIP(E)(Ȟ) der Hyperebene IPIP(E)(Ȟ) im projektiven Faserbündel IPIP(E)(Ě(IP(E))) .
Beweis: Dies folgt unmittelbar aus den beiden nachfolgenden Lemmata (4.2) und (4.3).

(4.2) Lemma: Stief (E)/IP(E) stellt folgenden Funktor dar:

(G− Sch/IP(E)) → Ens
T 7→ {α ∈ HomG(O(1)(T ), E(T )) : ε(T ) ◦ α = id}

Beweis:
MorG,IP(E)(T, Stief(E)) =
= {(E ′, E ′′) : E ′ ⊆ E(T ) vom Rang 1, E ′′ ⊆ E(T ) vom Rang r mit E(T ) = E ′ ⊕ E ′′ und E ′ ismorph zu
O(1)(T ) alsG− Quotient von E(T )}
= {α ∈ HomG(O(1)(T ), E(T )) : ε(T ) ◦ α = id}

(4.3) Lemma: Sei 0→ E ′ i→ E ε→ E ′′ → 0 eine exakte Sequenz von lokalfreien G -Moduln auf
dem G -Schema S mit rang (E) = r+1, rang (E ′′) = r und rang (E ′) = 1 . Dann stellt das offene
Komplement U := IP(E)\IP(E ′′) folgenden Funktor dar:

F : (G− Sch/S) → Ens
T 7→ {α ∈ HomG(E(T ), E ′(T )) : α ◦ i(T ) = id}

Beweis: Aus Funktorialitätsgründen genügt es, den nichtäquivarianten Fall zu beweisen:
Man hat einen Morphismus von Funktoren

j : F → IP(E)
F (T ) ∋ α 7→ (E(T )

α→ E ′(T )) ∈ MorS(T, IP(E))

Es ist j(T ) injektiv für alle T ∈ (Sch/S) . Wenn man daher für alle T ∈ (Sch/S) die Gleichung

Bild(j(T )) = MorS(T,U)
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zeigt, so folgt die Behauptung.
Da F eine Garbe auf dem großen Zariski-Situs von S ist, kann man dazu ohne Einschränkung
annehmen, daß eine Spaltung α0 ∈ Hom(E , E ′) existiert und E ′ = OS trivial ist. Nach [8] II
(8.4.2) ist U dann kanonisch isomorph zu V (E ′′) . Als Morphismus von Funktoren ist dabei die
Einbettung V (E ′′) ↪→ IP(E) gegeben durch

Hom(E ′′(T ),OT ) → {invertierbare Quotienten von E(T )}

β 7→ (E(T ) = OT ⊕Kern(α0)(T )
id⊕β◦ε−→ OT )

Die zu beweisende Gleichung folgt nun aus dem kommutativen Diagramm

Mor(T,U)
∥

Mor(T, V (E ′′)) ↘
∥

β Mor(E ′′(T ),OT ) → Mor(T, IP(E))
↓ ↓ ≀ j(T )

(α0)T ⊕ β ◦ ε F (T )

(4.4) Satz: Sei G eine endliche Gruppe und S ein affines noethersches G -Schema. Ist U → S
ein quasiprojektives G -Schema über S , so gibt es einen G -Morphismus π : W → U von G -
Schemata über S mit den Eigenschaften:
(1) W ist (absolut) affin.
(2) π ist glatt und affin.
(3) Für alle G -Schemata V über U von endlichem Typ ist

π∗ : K ′
q(G,V ) →̃K ′

q(G,W ×U V )

ein Isomorphismus (für alle q ≥ 0 ).

Beweis: Nach Lemma (1.6) gibt es eine Faktorisierung

U
k′→ IPS(E ′)

p′→ S

von U → S , wobei E ′ ein lokalfreier G -Modul auf S , k′ eine (lokalabgeschlossene) G -
Immersion und p′ die kanonische Projektion ist. Der Kern I des zu k′ gehörigen G -Homomor-
phismus

OIP(E ′) →k′∗OU
ist ein quasikohärenter G -Untermodul von OIP(E ′) . Das zugehörige abgeschlossene Unterschema
X := V (I) trägt dann eine mit IP(E ′) kompatible G -Struktur und es ist U in X als offenes
G -Unterschema enthalten, d. h. k′ läßt sich weiter faktorisieren in eine offene G -Immersion j′

und eine abgeschlossene G -Immersion i′ :

k′ : U
j′→ X

i′
↪→ IPS(E ′)

Wählt man auf dem Komplement Y := X\U die reduzierte Schemastruktur, so ist Y ein
abgeschlossenes G -Unterschema von X und die Aufblasung X̃ := BlY (X) ist ein projektives
G -Schema über S (siehe (1.4)). Wiederum nach Lemma (1.6) gibt es eine Faktorisierung

X̃
i→ IPS(E)

p→ S
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von X̃ → S , wobei E ein lokalfreier G -Modul auf S vom Rang r+1, i eine jetzt abgeschlossene
G -Immersion und p die kanonische Projektion ist.
X̃\U ist ein Cartierdivisor auf X̃ und man erhält insgesamt eine affine G -Einbettung

U ↪→ X̃
i
↪→ IPS(E) =: IP

von G -Schemata über S . Dualisieren der universellen exakten Sequenz auf IP liefert die exakte
Sequenz
(*) 0→ O(−1)→ p∗Ě → Ȟ → 0
von lokalfreien G -Moduln auf IP . Nach Satz (4.1) ist das offene Komplement

IPIP(E)(p
∗Ě)\IPIP(E)(Ȟ)

dann das Stiefelschema Stief (E) zum Multiindex (r, 1) über S . Wir definieren nun

π :W := Stief(E)×IP U → U

als die kanonische Projektion. Dann erfüllt π die Eigenschaften (1) bis (3) aus (4.4), denn:
Mit U → IP ist auch W → Stief(E) affin; insbesondere ist W (absolut) affin, da Stief (E) affin
über S ist. Ferner ist mit Stief (E)→ IP(E) auch π : W → U glatt und affin. Ist weiter V ein
G -Schema über U , so erhält man durch Zurückziehen von (*) auf V die exakte Sequenz

0→ O(−1)(V ) → (p∗Ě)(V ) → Ȟ(V ) → 0

auf V , und dann ist W ×U V das G -Schema IPV (p
∗Ě(V ))\IPV (Ȟ(V )) (Basiswechsel). Das Ho-

motopietheorem (2.9) liefert nun die Eigenschaft (3).

Sei nun G eine endliche Gruppe, S ein affines, reguläres G -Schema und die Ordnung von G
invertierbar auf S . Sei

U → S

ein glattes, quasiprojektives G -Schema über S . Zu diesem wählen wir einen G -Morphismus
π :W → U über S wie in Satz (4.4). Dann ist

K(G,W ) = ⊕q≥0Kq(G,W )

ein λ -Ring (Satz (3.5)) und die Abbildung

π∗ : K(G,U) →̃K(G,W )

ein Ringisomorphismus; man beachte hierbei, daß wegen der Regularität von U die K - und K ′ -
Theorie übereinstimmen (Satz (2.1)). Wir definieren nun eine λ -Struktur auf K(G,U) durch
Zurückziehen längs des Ringisomorphismus π∗ .

(4.5) Lemma: Diese hängt nicht ab von dem gewählten Morphismus π : W → U mit den
Eigenschaften (1) bis (3).

Beweis: Sei π′ :W ′ → U ein weiterer solcher Morphismus. Wir bilden das kartesische Diagramm

W ′′ p′→ W
p ↓ ↓ π
W ′ π′

→ U
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Da p und W ′ affin sind, ist auch W ′′ affin. Da die λ -Struktur nach Satz (3.5) für affine G -
Schemata funktoriell ist, sind p′∗ : K(G,W ) → K(G,W ′′) und p∗ : K(G,W ′) → K(G,W ′′)
λ -Homomorphismen und wegen der Eigenschaft (3) sogar λ -Isomorphismen. Daraus folgt die
Behauptung.

(4.6) Lemma (Funktorialität): Sei f : U ′ → U ein G -Morphismus von glatten, quasipro-
jektiven G -Schemata U,U ′ über S . Dann ist

f∗ : K(G,U)→ K(G,U ′)

ein λ -Ringhomomorphismus.

Beweis: Seien π : W → U und π′ : W ′ → U ′ wie in Satz (4.4) gewählt. Wir bilden das
kartesische Diagramm

W ×U W ′ g→ W
↓ p ↓ π
W ′ π′

→ U ′ f→ U

Da π und W ′ affin sind, ist auch W ×U W ′ affin, also ist wegen der Funktorialität für affine
G -Schemata (Satz (3.5)) g∗ : K(G,W ) → K(G,W ×U W ′) ein λ -Homomorphismus. Ferner
ist p∗ : K(G,W ′) → K(G,W ×U W ′) nach (3) ein λ -Isomorphismus. Damit ist auch f∗ ein
λ -Homomorphismus.

§5 Der äquivariante Adams-Riemann-Roch’sche Satz

Wir wiederholen aus der Theorie der λ -Ringe (vgl. [6], [19] und [23]):

Eine natürliche Operation µ der Augmentation 0 auf der Kategorie der λ -Ringe ist ein En-
domorphismus des Vergißfunktors (λ−Ringe) → (punktierte Mengen) . Als wichtigstes Beispiel
haben wir die Adamsoperationen ψj , j ≥ 1 , im Auge; sie sind definiert durch die Rekursions-
formel

d

dt
log λt =

∞∑
j=1

(−1)j−1ψjtj−1.

Sei ferner K ein λ -Ring, N ∈ K von endlichem λ -Grad und x ∈ K beliebig. Dann gibt es ein
in (K,N , x) funktorielles Element µ(N , x) ∈ K mit der Eigenschaft:

µ(x · λ−1(N )) = µ(N , x) · λ−1(N )

µ(N , x) ist ein universelles Polynom in λ1N , λ2N , . . . und λ1x, λ2x, . . . mit Koeffizienten aus
ZZ, eindeutig bestimmt durch µ . Die kannibalistischen Bottschen Klassen θj(N ) sind definiert
als ψj(N , 1) (j = 1, 2, . . .) . Es gilt: ψj(N , x) = θj(N ) · ψj(x) .
Sei nun G eine endliche Gruppe, S ein affines, reguläres G -Schema und die Ordnung von G
invertierbar auf S . Es bezeichne C die Unterkategorie von (G − Sch/S) bestehend aus den
glatten, quasiprojektiven G -Schemata über S zusammen mit den projektiven G -Morphismen
über S (von vollständigem Durchschnitt).

Nach §4 ist für jedes X ∈ C der Ring K(G,X) =
∑
q≥0Kq(G,X) ein λ -Ring, kontravariant

und kovariant (nach §2) für beliebige Morphismen in C ; in der Sprechweise von [6] haben wir
somit einen λ -Ring-Funktor

K(G,−) : C → (λ−Ringe)
X 7→ K(G,X)
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(5.1) Satz (Riemann-Roch’scher Satz ohne Nenner in der höheren äquivarianten
K-Theorie): Sei i : X ↪→ Y eine reguläre Einbettung in C mit der G -Konormalengarbe N .
Dann kommutiert für jede natürliche Operation µ der Augmentation 0 das Diagramm

K(G,X)
µ(N ,−)−→ K(G,X)

↓ i∗ ↓ i∗
K(G, Y )

µ−→ K(G, Y )

(5.2) Korollar (Adams-Riemann-Roch’scher Satz für reguläre Einbettungen): Für
jedes j ≥ 1 kommutiert das Diagramm

K(G,X)
θj(N )·ψj

−→ K(G,X)
↓ i∗ ↓ i∗

K(G, Y )
ψj

−→ K(G, Y )

Zum Beweis von Satz (5.1) verallgemeinere man die Schlußweisen aus [6] auf naheliegende Weise
(siehe insbesondere [6], Kap. V, Beweis von Theorem 6.3). Die wesentlichen Hilfsmittel hierbei
sind die äquivariante Version (1.5) der Deformation ins Konormalenbündel und die Schnittformel
(2.8) der Exzessdimension 0 für die höhere äquivariante K -Theorie.

Seien nun X,Y ∈ C mit trivialer G -Operation und sei f : X → Y ein Morphismus in C . Es
bezeichne Tf ∈ K0(X) ⊆ K0(G,X) das Tangentialelement von f (vgl. [6], S. 144). Dann ist
die kannibalistische Bottsche Klasse θj(Ťf ) des Duals von Tf invertierbar in K0(X)[j−1] und
damit auch in K0(G,X)[j−1] (siehe Theorem 3.2, [6], S. 38).

(5.3) Satz (Adams-Riemann-Roch’scher Satz in der höheren äquivarianten K-Theo-
rie): Für jede natürliche Zahl j kommutiert das Diagramm von K -Gruppen:

K(G,X)
θj(Ťf )

−1·ψj

−→ K(G,X)[j−1]
↓ f∗ ↓ f∗

K(G, Y )
ψj

−→ K(G, Y )[j−1]

Beweis: Wir faktorisieren f : X → Y in eine reguläre abgeschlossene Immersion i und die
Projektion p eines projektiven Faserbündels IP(E) über Y :

X
i
↪→ IP(E) p→ Y

Wegen der Kompositionsformel für Tangentialelemente (vgl. [6], Proposition 7.1 ii, S.145) genügt
es, den Satz für i und für p zu beweisen. Für i ist er bereits in (5.1) bewiesen. Für p ergibt sich
die Behauptung wie folgt: Da K(G, IP(E)) frei über K(G, Y ) mit der Basis 1, [O(−1)], . . . , [O(−d+
1)] ist (siehe Satz (2.3)) und p∗ linear über K(G, Y ) ist, genügt es, die zu beweisende Formel

p∗(θ
j(Ťp)

−1ψj(−)) = ψjp∗(−)

für diese Basiselemente nachzuprüfen. Diese ist aber dann eine Gleichung im λ -Unterring
K0(Y )[j−1] und bewiesen in [6], Theorem 3.2, S. 38.

Bemerkung: Für jedes zusammenhängende G -Schema X liefert die Rangabbildung
K0(G,X) → ZZ eine kanonische Augmentation. Jedoch ist die zugehörige Grothendieckfiltrie-
rung im allgemeinen nicht lokal nilpotent. Wenn beispielsweise G = ZZ/2ZZ , X = Spec(k)
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(k ein Körper mit von 2 verschiedener Charakteristik) mit trivialer G -Operation ist, so ist
K0(G,X) ∼= ZZ[T ]/(T 2 − 1) , wobei T der Klasse des eindimensionalen k -Vektorraums mit
nichttrivialer Operation von ZZ/2ZZ entspricht. Das Element T − 1 des zugehörigen Augmen-
tationsideals ist dann nicht nilpotent.
Wenn f : X → Y ein Morphismus in C zwischen beliebigen Objekten X und Y in C ist, so ist
das zugehörige Tangentialelement Tf ein Element von K0(G,X) . Wegen fehlender Nilpotenz-
aussagen für K0(G,X) ist jedoch nicht ersichtlich, ob die die kannibalistische Klasse θj(Ťf ) in
K0(G,X)[j−1] invertierbar ist, geschweige denn, ob die Adams-Riemann-Roch-Formel auch in
diesem Fall gültig ist (vgl. [6]).

Auf K0(G,X) hat man nach (2.5) allgemeiner für jede beliebige Gruppe G eine λ -Struktur.
Wenn man sich auf projektive G -Varietäten X über einem festen Körper k mit äquivariantem
Strukturmorphismus beschränkt, auf denen die Operation von G über eine feste endliche Gruppe
G′ faktorisiert (G→ G′ → Aut(X)) , so läßt sich aufgrund von Lemma (2.2)b) die Abbildung

f∗ : K0(G,X)→ K0(G, Y )

für beliebige projektive G′ -Morphismen f : X → Y von vollständigem Durchschnitt definieren
(vgl. (2.6)). Mit denselben Schlußweisen erhält man (jetzt nur für K0 ):

(5.4) Satz (Äquivarianter Adams-Riemann-Rochscher Satz):
a) Wenn f eine reguläre abgeschlossene Immersion mit der Konormalengarbe N ist, dann
kommutiert das Diagramm

K0(G,X)
θj(N )·ψj

−→ K0(G,X)
↓ f∗ ↓ f∗

K0(G, Y )
ψj

−→ K0(G, Y )

b) Wenn G auf X und Y trivial operiert, dann kommutiert das Diagramm

K0(G,X)
θj(Ťf )

−1·ψj

−→ K0(G,X)[j−1]
↓ f∗ ↓ f∗

K0(G, Y )
ψj

−→ K0(G, Y )[j−1]

(5.5) Beispiel: Sei k ein Körper und

f : X → Spec(k)

eine abelsche Varietät der Dimension d . Dann ist bekanntlich Ω1
X/k
∼= OdX , also Tf = d in

K0(X) und damit θj(Ťf ) = jd .
Für jede Gruppe G und jeden lokalfreien G -Modul E auf X sei [H i(X, E)] ∈ K0(G, k) die
Darstellung von G auf der i -ten Kohomologiegruppe H i(X, E) und

χ(E) :=
∑
i

(−1)i[H i(X, E)] ∈ K0(G, k)

die alternierende Summe der Darstellungen [H i(X, E)] . Dann gilt

χ(ψj [E ]) = jd · ψjχ(E).
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Speziell erhält man:
a) Wenn E = L invertierbar ist, dann gilt für alle j ≥ 0 :

χ(L⊗j) = jd · ψjχ(L).

b) Wenn E beliebig ist, dann gilt z. B. für ψ2 = λ1 · λ1 − 2λ2

χ(E ⊗ E)− 2χ(Λ2E) = 2dψ2χ(E)

def
= 2d

∑
i

(−1)i([H i(X, E)]⊗ [H i(X, E)]− 2[Λ2H i(X, E)]).
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