Das Adams-Riemann-Roch-Theorem in der hoheren
aquivarianten K -Theorie

Einleitung

Der Adams-Riemann-Roch’sche Satz steht im Zentrum des Beweises des allgemeinen Grothen-
dieck-Riemann-Roch-Theorems nach [6], [19] bzw. [22]. Thn fiir die hohere dquivariante K -
Theorie zu formulieren und zu beweisen, ist der Inhalt dieser Arbeit:

Sei X ein Schema versehen mit einer Operation einer Gruppe G. Unter einem G-Modul auf
X verstehen wir einen Ox-Modul £ zusammen mit in g € G funktoriellen Homomorphismen

g: g9 —E.

Wir bezeichnen mit P(G, X) die Kategorie der lokalfreien G-Moduln auf X und definieren fiir
jedes ¢ > 0 die g-te dquivariante K -Gruppe als

KQ(GvX) = KQ(,P(Gﬂ X))

(vgl. [14]). Wir setzen K(G,X) := ®4>0K4(G, X).

Satz: Sei f: X — Y eine regulidre abgeschlossene G-Immersion von G-Schemata mit Konor-
malengarbe N . Dann kommutiert fiir jeden Adamsoperator 97 (j € IN) folgendes Diagramm:

kG x) "Y' k@ x)
b fs _ s
K@GY) 5 K(GY);
hierbei bezeichnet 6/(N') die j-te kannibalistische Klasse von N und f, die auf den K-
Gruppen induzierte Abbildung.

Wenn G auf X und Y trivial operiert, so 1483t sich die entsprechende Aussage auch allgemeiner
fiir projektive Morphismen f von vollstindigem Durchschnitt beweisen. Falls beispielsweise X
eine abelsche Varietidt und £ ein lokalfreier G-Modul auf X ist, so besagt sie im Fall ¢ = 0
und j = 2 folgende Gleichheit von virtuellen Darstellungen von G:

Si(=DUHI(X,E® )] - 2[H (X, A%€)]) =

= 20 S (1) ([HY(X, €) @ H' (X, £)] — 2[A2HI (X, €))).
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Das wichtigste Ingredient des Satzes ist die bereits zur Formulierung benétigte A-Struktur auf
der dquivarianten K -Theorie.

Fundamental hierfiir ist die Berechnung der dquivarianten K -Theorie des projektiven G -Faser-
biindels IP(€) zu einem lokalfreien G-Modul € (vom Rang r + 1) auf einem G-Schema X
(vlg. (2.3)):

K(G,IP(¢&)) 2 a]_(K(G,X).

Aus ihr ergibt sich das Zerfillungsprinzip fiir lokalfreie G-Moduln und folglich, daf3 die durch
aufleres Potenzieren gegebene Pri- A-Struktur auf Ko(G, X) fiir jede Gruppe G in der Tat eine
A-Struktur ist (vgl. (2.5)).

Auf den hoheren K -Gruppen lait sich eine A-Ring-Struktur definieren, falls die Gruppe G
endlich und das Schema X glatt und quasiprojektiv iiber einer reguléren, affinen Basis S ist.
Dies geschieht wie folgt:

Ist zundchst X = Spec(A) affin, so interpretieren wir den Schleifenraum 2BQP des klassifi-
zierenden Raumes BQP der Quillenkategorie QP zur Kategorie P = P(G, A) der projektiven
G -Moduln iiber A als klassifzierenden Raum B(S~1S) der Kategorie S71S ([7]) und konstru-
ieren fiir jeden CW-Komplex Z einen natiirlichen Homomorphismus

r(Z): f(o(ﬂ'l(Z),P) — [Z,B(S718)).

von der reduzierten Grothendieckgruppe der Darstellungen der Fundamentalgruppe von Z in
P in die Gruppe der punktierten Homotopieklassen von stetigen Abbildungen von Z nach
B(8718)¢ (§3). Mithilfe dieser natiirlichen Transformation r(—) iibertragen wir die A-Struktur
des \-Ringes Ko(m1(Z) x G,X) = Ko(m1(Z),P) (vgl. (2.5)) auf die Gruppe [Z, B(S718)o)«
und damit insbesondere auf

K, (G, X) =[S, (2BQP)o)« = [S%, B(S'S)0]«

Fiir beliebiges X konstruieren wir ein (absolut) affines G-Schema 7 : W — X | das dieselben
aquivarianten K -Gruppen wie X besitzt, und ziehen die A-Struktur von K(G,W) léngs des
Ringisomorphismus 7* : K(G,X) > K(G,W) auf K(G,X) zuriick (§4). — Zur Konstruktion
von W betten wir X dquivariant und affin in ein projektives Faserbiindel IP(€) eines lokalfreien
G-Moduls € auf S vom Rang r+1 ein (vgl. (1.6)). Das Stiefelschema Stief (£) zum Multiindex
(r,1) ist dann in natiirlicher Weise ein affines Schema iiber IP(&), und wir definieren W als das
Faserprodukt von Stief( £') und X {iber IP(€). Die Isomorphie der induzierten Abbildung

™ K(G,X) - K(G,W) ergibt sich aus einer verallgemeinerten Version des Homotopietheo-
rems (vgl. (2.9)) und aus einer geeigneten geometrischen Interpretation des Stiefelschemas als
IP(€)-Schema (vgl. (4.1)).

Allgemeiner als einleitend beschrieben wird in §5 der Riemann-Roch’sche Satz ohne Nenner fiir
beliebige natiirliche Operationen p der Augmentation 0 bewiesen. Die wesentlichen Hilfsmittel
hierbei sind eine dquivariante Version der Deformation ins Konormalenbiindel (vgl. (1.5)) und
die Schnittformel (2.8) der Exzessdimension 0.

Diese Arbeit ist Teil meiner Dissertation. Ich moéchte mich recht herzlich bei Herrn Prof. Dr.
Tamme bedanken fiir die freundliche Betreuung und die zahlreichen Anregungen, die mir insbe-
sondere durch die Vorlesung “K-Theorie und Riemann-Roch” und die anschliefenden Diplom-
arbeiten vermittelt wurden. Mein besonderer Dank gilt ferner Herrn Prof. Dr. Neukirch fiir die
mir zur Verfiigung gestellte Stelle als wissenschaftliche Hilfskraft. SchlieBlich méchte ich mich
beim Referenten dieser Arbeit fiir etliche hilfreiche Hinweise bedanken.



§1 G—Schemata und G—Moduln

Sei G eine Gruppe.

(1.1) Sei X ein noethersches Schema versehen mit einer Operation von G (kurz: G—Schema).
Wir bezeichenen fiir jedes ¢ € G den zugehorigen Automorphismus von X wieder mit g.
Unter einem G—Modul auf X verstehen wir einen Ox —Modul M zusammen mit einem Ox —
Homomorphismus ¢*M — M fiir jedes g € G (wird wieder mit g bezeichnet) derart, da
1 =4dpq und fiir je zwei g, h € G das Diagramm
Ghy'M L M
I Th

g "

kommutiert. Zum Beispiel ist die Strukturgarbe Ox in kanonischer Weise ein G—-Modul auf
X . Ein Morphismus o« : M — N von G—Moduln auf X ist ein Oy -Homomorphismus
a: M — N derart, daf fiir alle ¢ € G das Diagramm

*

FM L N
lyg lyg
M S5 N

kommutiert.

Fiir zwei G-Moduln M, N auf X sind offenbar auch die direkte Summe M @& N, das Ten-
sorprodukt M ® N, die n—te symmetrische Potenz S"M und die n—te #uere Potenz A" M
G—Moduln auf X und erfiillen in der Kategorie N'(G,X) der G-Moduln auf X die entspre-
chenden universellen Eigenschaften. Ferner bilden N(G,X) und die Kategorie M(G, X) der
kohérenten G—Moduln auf X abelsche Kategorien; der Vergiffunktor

N(G,X) = N(X) bzw. M(G, X) — M(X)
ist konservativ. Schlielich ist die Kategorie der lokalfreien G— Moduln auf X (lokalfrei bedeute

immer auch von endlichem Rang) eine exakte Kategorie im Sinne von Quillen ([14]).

Fiir jeden Morphismus f : X — Y von G—Schemata definiert das direkte Bild bzw. schema-
theoretische Urbild zueinander adjungierte Funktoren

fo : M(G, X) = M(G,Y)und f*: M(G,Y) - M(G, X);

insbesondere sind die Adjunktionen M — f,f*M und f*fuN — N G-linear. Ein abge-
schlossenes Unterschema Y eines G—Schemas X ist genau dann G —invariant, wenn die zu-
gehorige Idealgarbe Z ein G—Untermodul von Ox ist. Insbesondere ist die Konormalengarbe
C :=i*(Z) einer abgeschlossenen G -Immersion ¢ :Y — X ein G-Modul auf Y.

(1.2) Symmetrisieren: Sei X ein G-Schema und M ein Ox -Modul. Durch Vertauschen
der Summanden
h*(@gEGQ*M) = @gEGh*g*M - DSgea g*M

wird ©geqg*M zu einem G-Modul auf X . Dies gibt einen Funktor

N(X) = N(G, X),



der linksadjungiert zum VergiSfunktor NV (G, X) — N (X) ist :
Homeg (®4eq9* M, N) = Hom(M, N)

Die kanonischen Abbildungen ®&¢*N — N und M — &g*M sind dabei die Adjunktionen.
Rechtsadjungiert zum Vergifunktor ist entsprechend

N = NG, X), M [ geM

geG

Falls G endlich ist, hat man damit zwei Paare adjungierter Funktoren sogar zwischen den
Kategorien M(X) und M(G, X) der kohdrenten Moduln.

Als Folgerungen erhalten wir:

(1.2.1) Notiz: N (G, X) besitzt geniigend viele injektive Objekte und fiir jeden G —Morphismus
f: X — Y sind die herkémmlichen hoheren direkten Bilder R’f,M versehen mit den Homo-
morphismen
i R f(9) i i
R’ fiM Ag R' (g M) = gu(R' fuM)

die Ableitungen von f, : N(G, X) = N(G,Y).

Falls ndmlich M € N(G,X) und M < F eine Einbettung in einen injektiven Ox-Modul
F ist, so ist der dazugehérige G—Morphismus M < [[ cq g+«F eine G-Einbettung in ein

injektives Objekt aus N (G, X). Die oben definierten Funktoren bilden damit offensichtilich
einen universellen J—Funktor.

(1.2.2) Notiz: Falls G endlich ist, so ist jeder quasikohéirente G-Modul M auf X induktiver
Limes seiner kohédrenten G —Untermoduln.

Falls ndmlich N ein kohérenter Ox —Untermodul von M ist, so ist Bild (©g*N — M) ein
kohérenter G—Untermodul von M, der N’ umfafit. Damit folgt (1.2.2) aus der entsprechenden
nichtiquivarianten Aussage.

(1.3) Affine und projektive Faserbiindel: Sei S ein G—Schema und & ein quasikohérenter
G—Modul auf S. Es bezeichne (G — Sch/S) die Kategorie der G—Schemata iiber S.

Aus Funktorialitétsgriinden ist das affine Faserbiindel V(€) ein Objekt der Kategorie (G —
Sch/S). Es stellt folgenden Funktor dar:

(G —Sch/S) — Ens
T — HOIHG(E(T), OT)

Ebenso ist das projektive Faserbiindel p : IP(£) — S ein Objekt der Kategorie (G — Sch/S5).
In natiirlicher Weise ist dabei der universelle invertierbare Op(g)—Modul Op(1) ein G-Modul
auf IP(E) derart, dal der kanonische Epimorphismus

p*g — O]p(l)
G —linear ist. IP(E) stellt folgenden Funktor dar:

(G —Sch/S) — Ens
T — {invertierbare G—Quotienten von &y}

Insbesondere sind auch
& — p*p*g — p*O]P(l)



und allgemeiner
ef
Sym(€) = I+(Op) = @20 p.(Op(n))
G —Morphismen und sogar G —Isomorphismen, falls £ lokalfrei ist. Fiir lokalfreies £ (vom Rang
r) folgt auch, daf die Koszulauflésung
0 — Arg(]p) & O(—T) — . g(]p) & O(—l) - Op — 0
eine exakte Sequenz von G—Moduln auf P(€) ist.

(1.4) Aufblasungen: Fiir jede abgeschlossene G -Immersion i : Y < X von noetherschen
G -Schemata X ,Y ist die Aufblasung Bly (X) von X lings Y ein Objekt der Kategorie (G —
Sch/X) mit folgender “Minimaleigenschaft”:

Sei f:Z — X ein G-Morphismus, so dal f~1(Y) ein Cartierdivisor auf Z ist. Dann gibt es
genau einen G—Morphismus f: Z — Bly(X), so dafl das Diagramm

z 4 Bl (x)
f {
X

kommutativ ist.

(1.5) Deformation ins Konormalenbiindel: Sei i : Y < X eine regulidre abgeschlossene
G —Immersion noetherscher G—Schemata der Kodimension d mit der lokalfreien G —Konorma-
lengarbe C. Dann ist der Nullschnitt i’ : Y < X’ := Py (C & Oy ) ebenfalls ein G~Morphismus
(siehe (1.3)).

Wir wiederholen (vgl. [6]): Sei M die Aufblasung der projektiven Gerade P lings Y (ein-
gebettet durch sy : Y < X < PL) und ¢ : M — IP% die kanonische Projektion. Dann
ist ¢ auferhalb co ein Isomorphismus, die Faser ¢~ !(cc) iiber oo enthilt das Schema X’
und der Nullschnitt i/ : ¥ < X’ ist disjunkt zu ¢~1(c0)\X’. Durch ¢ wird also das Schema
X = ¢71(0) “lings IP'” in das Konormalenbiindel X’ C p~'(co0) deformiert.

Es ist unmittelbar aus (1.3) und (1.4) ersichtlich, daf§ hierbei alle Konstruktionen #quivariant
druchfiihrbar sind.

(1.6) Lemma (Quasiprojektive G—Schemata): Sei G eine endliche Gruppe, sei Y ein
noethersches G—-Schema und ¢ : X — Y ein G-Morphismus von endlichem Typ. Dann gilt:
Wenn ¢ quasiprojektiv ist, so existiert eine Faktorisierung

g: X HSPy(E) By

von ¢, wobei £ ein kohédrenter G—Modul auf Y, ¢ eine G—Immersion und p die kanonische
Projektion ist.
Fallls Y einen amplen invertierbaren Modul besitzt, so kann £ lokalfrei gewéhlt werden.

Beweis(vgl. auch [4]): Sei £ ein sehr ampler Ox — Modul relativ zu ¢. Dann ist auch M :=
®geqg* L ein sehr ampler Ox —Modul relativ zu ¢ und trégt offenbar eine G'—Struktur. Daraus
folgt: g«(M) ist ein quasikohidrenter G- Modul auf Y, die Adjunkton ¢*¢.M — M ist ein
surjektiver G—Homomorphismus und der zugehorige Morphismus X < Py (g, M) ist eine G—
Immersion ((1.1) + (1.3) + [8] II (4.4.4)).

Wir schreiben nun ¢.M = Uy N, mit kohdrenten G-Untermoduln N) von ¢.M ((1.2.2)).
Dann gibt es ein A derart, daB ¢*N) — M surjektiv ist und dafl der induzierte G —~Morphismus
X — Py (N,) eine Immersion ist ([8] II (3.8.4)). Dies zeigt die Behauptung.



Falls Y einen amplen invertierbaren Modul besitzt, so ist bekanntlich N, Quotient eines lokal-
freien Oy -Moduls £ und damit G -Quotient des lokalfreien G~Moduls @yecqg*E (Symmetri-
sieren (1.2)). Es folgt die Behauptung.

§2 Aquivariante K- und K’'-Theorie

Sei G eine Gruppe und X ein noethersches G-Schema.

Definition: Die zu der exakten Kategorie M(G, X) bzw. P(G, X) gehorige K -Gruppe

K (G, X) := K¢(M(G, X))
bzw.

K,(G,X):= Ky P(G,X))
im Sinne von [14] heifit die ¢-te dquivariante K’'- bzw. K-Gruppe des G-Schemas X
(¢=0).
K{(G,X) bzw. Ko(G,X) ist also (vgl. [14]) die Grothendieckgruppe von M(G,X) bzw.
P(G, X). Das Tensorprodukt macht Ko(G, X ) zu einem kommutativen Ring mit Einselement

[Ox] und K, (G, X) bzw. K (G,X) zu einem Ky(G,X)-Modul (vgl. [14]). Wenn man fiir
z, 2’ € Ko(G,X) und y,y € ®g>1K4(G, X)

(z,y) - (2',y) = (z2, 2y + 2'y)
setzt, so wird
K(G,X) = ®450K,(G, X)
zu einer graduierten Ko(G, X )-Algebra.

K(G,X) bzw. K'(G,X) ist kontravariant funktoriell unter beliebigen bzw. flachen G-Mor-
phismen.

(2.1) Satz: In den folgenden Féllen ist der Poincare-Homomorphismus
K(G,X)— K'(G,X)

ein Isomorphismus:

a) G ist eine endliche Gruppe und X ist regulér und separiert.

b) Die Operation von G auf X faktorisiert {iber eine endliche Gruppe G’ und X ist eine glatte,
projektive Varietét iiber einem Koérper k mit G-dquivariantem Strukturmorphismus.

Der Beweis ergibt sich sofort aus dem nachfolgenden Lemma. Es bezeichne Py, (G, X) die volle
Unterkategorie von M(G, X)) der Objekte F € M(G, X), die eine endliche P(G, X )-Auflésung

besitzen.

(2.2) Lemma: In den folgenden Fillen ist jeder kohdrente G-Modul F auf X G-Quotient
eines lokalfreien G-Moduls £ auf X:

a) G ist eine endliche Gruppe und X besitzt einen amplen invertierbaren Ox -Modul oder
allgemeiner eine ample Familie von invertierbaren Ox -Moduln.

b)Die Operation von G auf X faktorisiert iiber eine endliche Gruppe G’ (G — G’ — Aut(X))
und X ist eine projektive Varietét iiber einem Korper k mit G-dquivariantem Strukturmor-
phismus 7 : X — Spec(k).

Insbesondere ist in beiden Féllen die kanonische Abbildung

K(G,X)™ K(PG, X)) = K(Peo(G, X))



ein Isomorphismus.

Beweis: zu a) (vgl. auch [21]) Bekanntlich ist der kohérente Ox -Modul F Quotient eines lokal-
freien Ox - Moduls €. Dann ist € := Bgeay *£ ein lokalfreier G-Modul auf X von endlichem
Rang (vgl. Symmetrisieren (1.2)). Zu & — F gehort ein G-Morphismus & — F (vgl. (1.2))
und dieser ist wieder surjektiv.

zu b) (vgl. auch [4]): Sei £ ein ampler invertierbarer Ox -Modul. Dann ist auch M := ®geqrg*L
ein ampler Ox-Modul und M trigt eine G’-Struktur, also auch G-Struktur. Es gibt ein
n € IN, so daB F @ M®" von globalen Schnitten erzeugt wird, d. h. die Adjunktion

T (F @ M®™) — F @ M®"

ist ein Epimorphismus. m(F ® M®") ist ein endlich erzeugter (lokal)freier G-Modul auf
Spec( k). Der lokalfreie G-Modul &€ := 7*m (F @ M®") @ M®™" erfiillt also die gewiinsch-
ten Eigenschaften.

Fundamental fiir das folgende ist die Berechnung der K- und K’-Theorie projektiver Faser-
biindel. Sei G eine Gruppe und & ein lokalfreier G-Modul vom Rang r auf dem G-Schema X
und

p:P:=Px(f) - X

das zugehorige Faserbiindel.

(2.3) Satz (K-Theorie projektiver Faserbiindel): Die Abbildung

0K (G, X)
(a()a R aT—l)

— K(G,p)
= Yisop*(a;) - [Op(=))]
ist ein Isomorphismus.

Aufgrund von (1.3) tibertrigt sich der Quillensche Beweis ([14]) sofort in diese Situation (vgl.
auch [21] und [2]). Mit einigen Vereinfachungen kann man ihn auch auf die K’-Theorie anwenden
(vgl. auch [21]):

(2.4) Satz (K'-Theorie projektiver Faserbiindel): Die Abbildung

&G K'(G,X) — K'(G,1P)
(a0, ar—1) = Y0 (a5) - [Op(—j)]

ist ein Isomorphismus.

(2.5) Die A-Struktur auf Ko(G, X): Die dufiere Potenzierung lokalfreier G-Moduln auf X
definiert offenbar eine Pra- A-Struktur auf Ko(G, X), d. h. man hat Abbildungen

M Ko(G, X) — Ko(G, X), i >0,

fir die gilt (z,y € Ko(G, X)):
Nz +y) = Z)\J INTI(

Durch iterative Bildung von projektiven Faserbiindeln erhilt man aus (2.3) das Zerfallungs-
prinzip fiir lokalfreie G-Moduln £ auf X, d. h.: Zu £ gibt es einen glatten, projektiven
G -Morphismus f : X’ — X mit den Eigenschaften:



i) f*: K(G,X) — K(G, X') ist injektiv
i) f*€] = [L1]+ ...+ [Lr] in Ko(G,X'), wobei Ly,...,L, invertierbare G-Moduln auf X’
sind.
Es folgt, daf obige Pra- A-Struktur auf Ko(G, X) in Wahrheit eine A-Struktur ist; d. h. fiir alle
z,y € Ko(G, X) gilt:

N(z-y) = P(Ma,.. N, My, ... M)

NN (x) = Pij(Ma,...\9x),

wobei P; bzw. P;; das entsprechende universelle Polynom aus der Theorie der A-Ringe ist (vgl.
[6])-
(2.6) Die Abbildung f,: In diesem Abschnitt wird fiir projektive Morphismen f von vollstéin-

digem Durchschnitt eine kovariante Abbildung f, auf der dquivarianten K -Theorie definiert.
Sei dazu G eine endliche Gruppe und S ein affines noethersches G-Schema.

Sei zunéchst f : X — Y eine regulire abgeschlossene G-Immersion von quasiprojektiven G-
Schemata iiber S. Jedes G € M(G, X)) besitzt nach (2.2) eine G-Auflgsung durch Objekte aus
P(G,X). Falls F € Po(G, X) ist, so kann diese fiir G := f,(F) nach Schanuel’s Lemma und
[6], S.135 sogar endlich gewihlt werden. Der hiernach wohldefinierte Funktor

[ 1 Po(G,X) = Pxo(G,Y)
ist exakt und definiert also nach (2.2) einen Homomorphismus

£ 1 K(G,X) = K(G,Y).

Wenn f : IPy(£) — Y die Projektion eines projektiven G-Faserbiindels zu einem lokalfreien
G-Modul auf Y vom Rang r (d. h. eine sogenannte “elementare Projektion”) ist, so sei die
Abbildung f. definiert als die Komposition

2.3

( ) —te Projektion
K(G,P(E)) = @/ K(GQ,Y) """ Telion g

G,Y)

Wenn f : X — Y ein projektiver G-Morphismus von vollstéindigem Durchschnitt von quasi-
projektiven G-Schemata iiber S ist, so besitzt dieser nach (1.6) eine Faktorisierung

f=poi: X HPy(E) LY

in eine regulédre abgeschlossene Immersion ¢ und den Strukturmorphismus p eines projektiven
G -Faserbiindels Py (£). Wir definieren f, : K(G,X) — K(G,Y) als die Komposition p, o, .

(2.7) Lemmma: a) f, hingt nicht ab von der gewihlten Faktorisierung.
b) f« ist funktoriell fiir projektive G'-Morphismen f von vollstdndigem Durchschnitt.
c) Projektionsformel: Fiir alle x € K(G,X) und y € K(G,Y) gilt:

() -2) =y - fu(2)

Beweis: Die Aussagen b) und c) sind offenbar richtig fiir reguldre G -Immersionen i und ele-
mentare G-Projektionen p und damit, falls a) gezeigt ist, auch allgemein fiir projektive G-
Morphismen f von vollstéindigem Durchschnitt. Fiir a) kann man aufgrund von geometrischen
Standardkonstruktionen (vgl. [6]) ohne Einschréinkung f = idx annehmen. In diesem Fall ist
dann zu zeigen:

pxoin(z) =2 fiuraller € K(G,X).



Sei zuerst © =1 = [Ox] € Ko(G, X) und sei & — L der invertierbare G-Quotient auf X, der
die Einbettung i : X < IP(£) definiert (siche (1.3)). Indem man mit £¥~! tensoriert, kann
man ohne Einschrinkung annehmen, dafl £ = Ox trivial ist. Dann ist 7 : X — IP(£) das
Nullstellenschema des reguléren G'-Schnitts

H— p*E = Op

von H, wobei H die universelle Hyperebenengarbe auf IP(€) ist. Nach [6], Kap. V, Proposition
def

4.3 ist also i,(1) = A_1(H) = Y ;(=1)"[A"H]. Fiir die A\-Reihe A\ (H) =3 ;5o[A"H]t" gilt:
pe(H)) = pe(p*E) - M(O(1))™Y)  (Def von H)
) - pe(A(O(1)7h) (Projektionsformel fiir p)
(Zi(~1)[O(0)])  (geom. Reihe)
) - (=1 [Sym’€Jtt (vel. (1.3))
(vel. [6], S.117)

Insbesondere ist also p.i(1) = p«(A_1(H)) = 1. Fiir beliebiges =z € K(G, X)) folgt daraus
peix(x) = pain(i"p* (@)
= pi(p*(x) - ix(1)) = x - psis(1) (Proj. — Formel)

(2.8) Satz (Schnittformel der Exzessdimension 0): Sei G eine endliche Gruppe und S
ein affines, noethersches G -Schema. Sei

i 50X
vl
y &% X

ein kartesisches Diagramm von quasiprojektiven G-Schemata iiber S, wobei i,141, , 9 regulére
abgeschlossene G -Immersionen seien und die Kodimension von ¢ gleich der von ¢; sei. Dann
kommutiert folgendes Diagramm:

K@ v) "W K(Gx)
(A ' T¢"
K(GY) & K(G,X)

Beweis: Nach [8] II, Corollaire (1.5.2) ist die Komposition von exakten Funktoren
PG, Y) 5 PG, Y)W PG, X)
isomorph zum exakten Funktor
P(G,Y) 73" Puo(@, X1).

Es verbleibt also zu zeigen, daf3 dieser auf den K -Gruppen die Komposition der Homomorphis-
men ¢* und i, induziert. Wir fithren dazu die volle Unterkategorie 7 (G, X) der Objekte F



aus Poo(G, X) ein, fur die 7'01"@-0 X(F,Ox,) =0 fiir alle ¢ > 1 ist. Die zu zeigende Aussage folgt
dann anhand des kommutativen Diagramms

PG, X) & PG X))

4 4
T(G,X) ¢ Pxl(G,X1)
i !

PGY) B Po(G,X)

von exakten Funktoren aus folgenden Behauptungen:
a) Fiir jedes F € P(G,Y) ist i (F) € T(G,X).

b) Fiir jedes € € T(G, X) ist ¢*€ € Px(G, X1).

c¢) Die kanonische Abbildung

K(T(G, X)) - K(Px(G, X))

ist ein Isomorphismus.

Fir F € P(G,Y) gilt nach [3], VII (2.4) und (2.5):

Tor{*(ix(F), Ox,) = F @0, Tor{* (Oy,0x,)
=~ F @0, ATorY%(0y,0x,)
=0 furi>1

Also ist i (F) € T(G, X), d. h. die Behauptung a) ist bewiesen. Die Behauptung b) folgt sofort
aus der Definition der Kategorie 7 (G, X). Fiir die Behauptung c¢) wenden wir das Auflésungs-
theorem von Quillen an ([14], Corollary 3, S. 111): Dazu sind folgende Voraussetzungen zu
priifen:

i) Jedes Objekt aus Poo(G, X) ist G-Quotient eines Objekts aus 7 (G, X).

ii) Fiir jedes F € Ps(G, X) verschwinden die Tor-Garben 7'07"1o X*(F,Ox,) fiir geniigend grofles
i.

Diese folgen aber unmittelbar aus der Definition der Kategorie P (G, X).

(2.9) Satz (Homotopietheorem): Sei G eine endliche Gruppe und X ein noethersches G-
Schema. Sei 0 — & — £ — £” — 0 eine exakte Sequenz von lokalfreien G'-Moduln auf X mit
rang(€) =r+ 1, rang(&”) = r. Sei

PE) S PE) LU
g\ Ip 7
X

das zugehorige Diagramm von G-Schemata iiber X , wobei U := IP(E)\IP(E") das offene Kom-
plement sei. Dann ist

T KQ(G,X) — K(/Z(G, U)

ein Isomorphismus.
Insbesondere ist fiir jeden lokalfreien G-Modul £ auf X

™ Ky (G, X) = K (G, V(£))

ein Isomorphismus.
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Beweis: Indem man obige Sequenz mit £’ tensoriert, kann man annehmen, da & = Ox trivial
ist. In dieser Situation gilt dann:

ing" = (1= [O(=1))p" : K(G, X) = K (G, P(£)),
denn: Die exakte Sequenz
0 = Op(g)(—=1) = Op(e) = ixOp@ery = 0
von kohérenten G-Moduln auf IP(E) liefert die Formel (1) = 1 — [O(—1)] und damit:
g = " = (1) 9" = (1= [O(=1)]) - 7"

Es folgt, dafl das Diagramm

T J*
0 — K (G,TP(E")) = K (G, TP(£)) =  K(G,U) — 0
T nZlO(=n)lg* T X h=o[O(=n)lp* L
0 — K (G,X)" - K)(G, X)) - K/(G,X) —= 0
(aoa"'aar—l) = (a07a1 —(IO,...,—CLT_l)
(bo,...,br) — bg+...+0b,

von K'-Gruppen kommutativ ist. Aufgrund der Berechnung (2.4) der K’-Theorie projektiver
Faserbiindel sind die beiden linken senkrechten Pfeile Isomorphismen, daher ist i, injektiv und
folglich ist aufgrund der Lokalisierungssequenz (vgl. [21]; hierbei geht die Endlichkeit von G
ein) die obere Zeile exakt. Die untere Zeile ist offensichtlich exakt. Es folgt die Behauptung.

§3 Die A-Struktur auf K(G,X) fiir affines X

Sei G eine endliche Gruppe und Spec( A) ein affines, noethersches G-Schema, sei die Ordnung
von G invertierbar in A. Wir schreiben hier einfach P fiir die Kategorie P(G, A) der lokalfreien

G -Moduln auf Spec( A ). Das Ziel dieses Paragraphen ist es, auf K (G, A) = Dg>0K4(G, A) eine

A-Ring-Struktur einzufithren. Der Grundgedanke hierbei ist die Arbeit [9].

In Verallgemeinerung zum Satz von Maschke ([20], V. G. 17, S. 173) beweist man analog, dafl
in der exakten Kategorie P jede kurze exakte Sequenz zerféllt. Nach [7] ld8t sich somit der
Schleifentaum 2BQP des klassifizierenden Raumes BQP der Quillenkategorie QP von P

folgendermaflen interpretieren:

Es sei § diejenige Unterkategorie von P, deren Objekte die von P sind und deren Morphis-
menklasse nur aus den Isomorphismen von P besteht. Die Kategorie & zusammen mit dem
Funktor

D:SxS—=S, (PQ)—PaQ

ist dann eine sogenannte symmetrische monoidale Kategorie. Zu diesem “Monoid” S ist das
zugehorige “Gruppoid” S™1S wie folgt erklirt:

Definition der Kategorie S7'S:

Objekte: Paare (P,Q) mit P,Q €S

Morphismen: Mor ((Py, Q1), (P2, Q2)) :=

{(X,Oé,ﬁ)’X ES, a: P XS P, ﬁ : QI@X%QQ}/ ~,

11



wobei zwei Tripel (X, a, 8) und (X', o/, 5") genau dann dquivalent seien, wenn ein Isomorphimus
~v: X = X' existiert derart, dafl folgende Diagramme kommutieren:

P X Q1P X
o N B
1~ Py, und 1®~] Q2
S B
P oX Q10 X'

(3.1) Satz: Man hat eine natiirliche Homotopiedquivalenz
NBQP = B(S™1S)
von punktierten Rdumen. Insbesondere gilt fiir die K -Gruppen von P:

Ky(P) = m4(0, B(S™'S))

Beweis: siche [7], S. 228.
Im folgenden wird nun, ausgehend von [18], fiir jeden zusammenhingenden CW-Komplex X
ein natiirlicher Homomorphismus

T(X) : Kg(ﬂl(X),P) — [X,B(S_ls)o]*

von der reduzierten Grothendieckgruppe Ko(m(X),P) der Darstellungen der Fundamental-
gruppe von X in P in die Gruppe [X,B(S7!S)o]s der punktierten Homotopieklassen von
stetigen Abbildungen von X nach B(S™!'S)y konstruiert.

Fiir jede Gruppe H seien dazu folgende Bezeichnungen erklért:

a) Eine Darstellung von H in P ist ein Objekt P € P zusammen mit einem Gruppenho-
momorphismus p: H — Aut(P).

b) Die Grothendieckgruppe Ko(H,S) bzw. Ko(H,P) sei erklirt als die freie abelsche Gruppe
iiber alle Isomorphieklassen von Darstellungen von H in P modulo den Relationen

[(P1,p1) © (P2, p2)] — [(P1, p1)] — [(P2s p2)]

fiir je zwei Darstellungen (Pi, p1), (P2, p2) von H in P, bzw. modulo den Relationen

(P2, p2)] = [(P1, p1)] = [(P5, p3)]

fiir jede kurze exakte Sequenz
0= (Pr,p1) = (P2, p2) = (P, p3) = 0

von Darstellungen von H in P. ) }
c¢) Die reduzierte Grothendieckgruppe Ko(H,S) bzw. Ko(H, P) sei die Faktorgruppe von Ko(H,S)
bzw. Ko(H,P) nach der von den trivialen Darstellungen erzeugten Untergruppe Ko(P).

Es bezeichne B(S™!S)y die Zusammenhangskomponente von (0,0) in B(S~'S). Die direkte
Summe setzt sich auf S™1S fort:

S 1S x SIS — S-1s
(P1,Q1), (P,Q2) = (PO R, Q1 Q)

12



und induziert auf B(S71S)y eine H-Raum-Struktur, d. h. B(S718)¢ wird zu einem Gruppe-
nobjekt in der Homotopiekategorie (vgl. [7]).

Sei nun eine Darstellung p : H — Aut(P) gegeben. Wir definieren einen Funktor N von der
einpunktigen Kategorie Aut( P) nach S71S durch:

N: Auwt(P) — 871§
P~ (PP
a —  (0,idp, @)

und bilden zu p := N o p die stetige Abbildung

B(p) : BH 29 Baut(P) P B(518),.

Dies setzt sich fort nach [18] fort zu einem Gruppenhomomorphismus

qu: Ko(H,S) — [BH,B(S7'S)ol«
P = [B(p)]

Falls speziell H die Fundamentalgruppe eines zusammenhéngenden CW-Komplexes X ist, so
erhélt man mithilfe des 2-coskeletons

X — Bmi(X)
somit einen Gruppenhomomorphismus
q(X) : Ko(m1(X),S) = [X, B(S'S)ols
funktoriell in X (und S'); wir haben damit eine natiirliche Transformation
q: Ko(mi(=),8) = [—, B(S718)o].

zwischen Funktoren von der Kategorie der zusammenhéngenden CW-Komplexe in die Kategorie
der Gruppen (oder allgemeiner der punktierten Mengen).

Wir wiederholen: Eine natiirliche Transformation
F—-G

zwischen Funktoren von der punktierten Homotopiekategorie der endlichen zusammenhéngen-
den CW-Komplexe in die Kategorie der punktierten Mengen heifit universell, falls fiir jeden

zusammenhéngenden H-Raum Z und jede natiirliche Transformation F — [—, Z]. das Dia-
gramm
F - [, Z)
pY
G

eindeutig kommutativ ergénzt werden kann.

(3.2) Proposition: Die natiirliche Transformation

q: Ko(mi(=),8) = [—, B(S718)0]«

ist universell.

13



Beweis: siehe [18].
(3.3) Satz: Fiir jede Gruppe H faktorisiert die Abbildung ¢z modulo Ko(H,P):
RO(Ha‘S) ‘g [BHvB(S_ls)O]*

4 TH
KO(H77D)

Insbesondere erhilt man wie oben eine natiirliche Transformation

r: Ko(mi(=),P) = [—, B(S718)o]«

und diese ist wieder universell.

Beweis: Sei
(P.,p.) :0— (P1,p1) — (Pg,pg) — (Pg,pg) —0

eine kurze exakte Sequenz von Darstellungen von H in P, d. h. eine Darstellung p. : H —
Aut(P.) von H in der Automorphismengruppe Aut(P.) der zugrundeliegenden exakten Sequenz

P:0—-P >P=2P®P;—P;—0
Zu zeigen ist die Gleichung
[B(p2)] = [B((p1 © ps))] in [BH, B(S™*S)ols.

Wir definieren dazu Gruppenhomomorphismen

i: Aut(Pr) x Aut(P3) — Aut(P.)
(a1, 3) = (ou,00 @ ag,o3)
43" Aut(P) T Aut(Pp) = Aut(P, @ P3)
Jji (oq,a2,a3) — a; d as
J i (an,0,a3) as

Dann gilt offenbar joi = j'0i, jop. = p1 @ p3, j op. = pa. Wir fassen diese Abbildungen
zusammen in dem Diagramm von topologischen Rdumen und stetigen Abbildungen

B(j)

BH % BAut(P) s BAut(Py @ P3) = BAut(Py) "5 B(S1S)o

B(i) 1
BAut(Pl) X BAut(Pg)

Nach [15], Theorem 1, S. 205 ist fiir die Homologie mit Koeffizienten in @ die Abbildung
B(i)s : Ho(B(Aut(Py) x Aut(P3))) — H.(BAut(P.))
ein Isomorphismus, also die Abbildung
B(i)* : [BAut(P.), B(S7'8)o]« — [BAut(P;) x BAut(P3), B(S™S)o].

injektiv (siehe Lemma 1.2, [9], S.243).
Wegen joi=j oi ist [B(N)o B(j)o B(i)] = [B(N) o B(j') o B(i)] und also [B(N)o B(j)] =
[B(N) o B(j')]. Daraus ergibt sich die gewiinschte Gleichung

[B(p2)] = [B(N) o B(p2)] = [B(N) o B(j') o B(p.)] =
[B(N) o B(j) o B(p.)] = [B(N) o B(p1 ® p3)] = B((p1 © p3))

14



Daf} die entstehende natiirliche Transformation r(—) universell bleibt, folgt unmittelbar aus der
Surjektivitdt von Ko(H,S) — Ko(H,P).

(3.4) Korollar: Fiir jedes i € IN ist die natiirliche Transformation
r': Ko(m(=),P)" = [, B(S™'S)ol.
universell.

Beweis: Dies folgt aus dem folgenden kommutativen Diagramm

Ro(m(-), Py 25 [ BSTS)):
| |
Ko(m(=),P") % [ B((S) (Sl
indem man die vorhergehenden Betrachtungen statt fiir P fiir P* anwendet.
Fiir jede Gruppe H wird Spec( A) durch
H x G G — Aut(Spec(A))

zu einem H X G-Schema. Offensichtlich ist die Kategorie der lokalfreien H x G-Moduln auf
Spec( A) dquivalent zur Kategorie der Darstellungen von H in P und folglich

Ko(H,P) = Ko(H x G,Spec(A)).
Also ist nach (2.5) Ko(H,P) ein A-Ring. Er hat die Zerlegung
Ko(H,P) = Ko(P) ® Ko(H,P)
in den \-Unterring Ko(P) und das A-Ideal Ko(H,P).

Es sei nun 4
A [, B(8718)ol — [—, B(S7'S)ols
die eindeutig bestimmte kommutative Ergénzung (siehe Satz (3.3)) des Diagramms

r  Ko(m(=),P) = [-, B(S'S)«
N(z) Ko(mi(=),P) = [—,B(S18)].
(3.5) Satz: Der Ring
K(G,A) = ©y>0K,(G, A) = Ko(G, A) @ (@451 [S%, B(S7'S)o]+)
(vgl. Satz (3.1)) versehen mit den Abbildungen \* definiert durch

Ni(z,y) : Z/\’“ SNTE )

ist ein in A funktorieller A-Ring.
Beweis: Fiir jedes R € P induziert der Funktor

Ro—: S'S — S71is
(P,Q) — (RePR2Q)
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eine stetige Abbildung
(*) [R] X —: B(S_ls)o — B(S_18)0
und damit insbesondere fiir jedes ¢ > 1 einen Homomorphismus

Rl ®—: K (G, A) = K4(G, A)

(nach (3.1)). Der H-Raum B(S~'S)y wird iiberdies durch die stetigen Abbildungen (*) zu einem
Ko(P)-Modul-Objekt in der punktierten Homotopiekategorie. Diese Ky(P)-Modulstruktur ist
kompatibel mit der Homotopiesiquivalenz 2BQP = B(S™1S) (vgl. Beweis von Grayson [7]), d.
h. die auf K (P) = K4(G, A) definierte Ko(P)-Modulstruktur stimmt mit der aus §2 iiberein.
Offenbar ist fiir jedes R € P die natiirliche Transformation

[R] @ = : [, B(S™'S)ol — [, B(S™'S)ols
die eindeutig bestimmte kommutative Ergénzung (vgl. Satz (3.3)) des Diagramms

T Ro(ﬂ—l(_)alp) — [_aB(Sils)O]*
{ {
[Rl@x Ko(m(=),P) - [, B(S'8)

Ferner sei fiir jeden endlichen zusammenhéngenden CW-Komples X eine in X funktorielle Mul-
tiplikation auf [X, B(S71S)¢]« als eindeutig bestimmte kommutative Ergéinzung (sieche Korollar
(3.4)) des Diagramms

(miy) (Ko(ﬂli—),P))z = ([, B(§7'8)d].)?
gy Ko(m(=),P) = [~ B(S'S)l

erklart.

Wenn S eine Kogruppe und H eine Gruppe in der punktierten Homotopiekategorie ist, so
stimmen auf [S, H|, die beiden Gruppenstrukturen iiberein. Folglich sind fiir jedes ¢ > 1 die
Multiplikation und die Abbildungen A* auf K,(P) = [S9, B(S718)¢]. linear; fiir die Multipli-
kation bedeutet dies f-g=f-0+0-g,d. h. f-¢g=0 fiir alle f,g € K ,(P).

Da somit sowohl die Ringstruktur als auch die Abbildungen \* auf K(G, A) iiber obige univer-
selle Transformation r definiert sind, ist mit Ko(H, P) = Ko(P) @ Ko(H, P) auch K(G, A) ein
A-Ring (vgl. [9] fiir eine genauere Schlufiweise).

§4 Die A-Struktur auf K(G,X) fiir quasiprojektives X

Fiir jedes quasiprojektive GG-Schema U konstruieren wir in diesem Paragraphen ein affines G-
Schema W iiber U, das dieselben #quivarianten K’-Gruppen wie U besitzt. Mithilfe dieser
Konstruktion definieren wir dann fiir glattes U eine A-Struktur auf dem Ring K(G,U) =
By>0K4(G,U).

Die Konstruktion von W geht im nichtdquivarianten Fall auf Jouanolou ([10]) zuriick. Dem
Referenten dieser Arbeit mochte ich danken fiir den Hinweis auf die Jouanolou-Thomason-
Konstruktion ([24]), eine allgemeinere und einfachere Konstruktion, welche ebenfalls im dquiva-
rianten Fall durchfiihrbar ist.

Wir beginnen mit folgender Interpretation des Stiefelschemas:
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Sei G eine Gruppe, S ein GG-Schema und £ ein lokalfreier G-Modul auf S vom Rang r + 1.
Aus Funktorialitdtsgriinden ist das Stiefelschema Stief( € ) zum Multiindex (r, 1) ein Objekt der
Kategorie (G — Sch/S). Es stellt folgenden Funktor dar:

(G —Sch/S) — Ens
T = {(E,E"): &, E" lokalfreie G — Untermoduln
von &y vom Rang 1 bzw r mit &' @ £” = £}

Die Zuordnung
(5/ &= E(T)) — (S(T) — 5’)

definiert ferner einen G -Morphismus
f: Stief(€) — IP(€)

ins projektive Faserbiindel IP(£), wodurch Stief(€) auch zu einem Objekt in (G — Sch/IP(£))
wird. Sei '
0—H 5 Ep) = O(1) -0

die universelle exakte Sequenz auf IP(£).

(4.1) Satz: Stief(&) ist als G-Schema iiber IP(£) kanonisch isomorph zum Komplement

Ppe)(Ewp(e))) \IPp(e)(H) der Hyperebene IPp(g)(#H) im projektiven Faserbiindel Pp gy (Ep(e))) -
Beweis: Dies folgt unmittelbar aus den beiden nachfolgenden Lemmata (4.2) und (4.3).

(4.2) Lemma: Stief (€)/IP(E) stellt folgenden Funktor dar:

(G —Sch/IP(€)) — Ens
T — {Ot < Hom(;(C’)(l)(T),E(T)) Emoa= ’Ld}

Beweis:

MorG,ﬂ)(E) (T, Stlef((‘:)) =

={(&,&"): & C &y vom Rang 1, " C &) vom Rang r mit &7y = & © £” und £’ ismorph zu
O(1)(r) als G — Quotient von &7y}

= {Oé S HOIng(O(l)(T),g(T)) CEmoa= Zd}

(2

(4.3) Lemma: Sei 0 — & 5 & 5 £” — 0 eine exakte Sequenz von lokalfreien G-Moduln auf
dem G-Schema S mit rang (£) =r+1, rang (£”) = r und rang (£’) = 1. Dann stellt das offene
Komplement U :=IP(£)\IP(£”) folgenden Funktor dar:

F: (G—Sch/S) — Ens
T — {Oé € Homg(S(T), 5ET)) e Ne) i(T) = ’Ld}

Beweis: Aus Funktorialitdtsgriinden geniigt es, den nichtdquivarianten Fall zu beweisen:
Man hat einen Morphismus von Funktoren

VE F — IP(€)
F(T)>a = (&r) = Ep) € Mors(T,IP(£))

Esist j(T') injektiv fiir alle T € (Sch/S). Wenn man daher fir alle T € (Sch/S) die Gleichung

Bild(j(T)) = Morg(T,U)
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zeigt, so folgt die Behauptung.

Da F' eine Garbe auf dem grofien Zariski-Situs von S ist, kann man dazu ohne Einschrankung
annehmen, daf eine Spaltung «y € Hom(&,&’) existiert und & = Og trivial ist. Nach [8] II
(8.4.2) ist U dann kanonisch isomorph zu V(€”). Als Morphismus von Funktoren ist dabei die
Einbettung V(£”) < IP(€) gegeben durch

Hom(é'(”T)7 Or) — {invertierbare Quotienten von &)}
idPfo
B — (E(T) =0ra Kern(ao)(T) %E Or)

Die zu beweisende Gleichung folgt nun aus dem kommutativen Diagramm

Mor(T,U)
|
Mor(T,HV(E”)) ¢

B Mor(c‘:éép), Or) — Mor(T,IP(E))
1 12 i(T)
(aw)r & Boe F(T)

(4.4) Satz: Sei G eine endliche Gruppe und S ein affines noethersches G-Schema. Ist U — S
ein quasiprojektives G-Schema {iber S, so gibt es einen G-Morphismus 7 : W — U von G-
Schemata iiber S mit den Eigenschaften:

(1) W ist (absolut) affin.

(2) 7 ist glatt und affin.

(3) Fiir alle G-Schemata V' iiber U von endlichem Typ ist

™ Ky (G, V)= K (G,W xy V)

ein Isomorphismus (fiir alle ¢ > 0).

Beweis: Nach Lemma (1.6) gibt es eine Faktorisierung
U)o

von U — S, wobei £ ein lokalfreier G-Modul auf S, k' eine (lokalabgeschlossene) G-
Immersion und p’ die kanonische Projektion ist. Der Kern Z des zu k' gehorigen G -Homomor-
phismus
O]p(g/) —)k;OU

ist ein quasikohérenter G-Untermodul von Op gy . Das zugehdrige abgeschlossene Unterschema
X :=V(Z) trigt dann eine mit IP(£’) kompatible G-Struktur und es ist U in X als offenes
G -Unterschema enthalten, d. h. &k’ 148t sich weiter faktorisieren in eine offene G-Immersion j’
und eine abgeschlossene G-Immersion 7' :

KU x Py

Wihlt man auf dem Komplement Y := X\U die reduzierte Schemastruktur, so ist Y ein
abgeschlossenes G -Unterschema von X und die Aufblasung X := Bly (X) ist ein projektives
G-Schema iiber S (siehe (1.4)). Wiederum nach Lemma (1.6) gibt es eine Faktorisierung

X 5PgE) B s

18



von X — S, wobei € ein lokalfreier G-Modul auf S vom Rang r+1, i eine jetzt abgeschlossene
G -Immersion und p die kanonische Projektion ist.
X\U ist ein Cartierdivisor auf X und man erhilt insgesamt eine affine G-Einbettung

U X & Pg(E) = P

von (G-Schemata tiber S. Dualisieren der universellen exakten Sequenz auf IP liefert die exakte
Sequenz

(*) 0= O(-1) = p€—=H—0

von lokalfreien G-Moduln auf IP. Nach Satz (4.1) ist das offene Komplement

Ppg) (p*E)\Ppe) (H)
dann das Stiefelschema Stief (£) zum Multiindex (r,1) iiber S. Wir definieren nun
m: W= Stief() xp U - U

als die kanonische Projektion. Dann erfillt 7 die Eigenschaften (1) bis (3) aus (4.4), denn:
Mit U — IP ist auch W — Stief(€) affin; insbesondere ist W (absolut) affin, da Stief (£) affin
iiber S ist. Ferner ist mit Stief(£) — IP(£) auch 7 : W — U glatt und affin. Ist weiter V' ein
G -Schema iiber U, so erhilt man durch Zuriickziehen von (*) auf V' die exakte Sequenz

0— O(—l)(v) — (p*g)(v) — 7:[(1/) —0
auf V, und dann ist W xy V das G-Schema Py (p*En))\IPv(H 1)) (Basiswechsel). Das Ho-

motopietheorem (2.9) liefert nun die Eigenschaft (3).

Sei nun G eine endliche Gruppe, S ein affines, reguldres G-Schema und die Ordnung von G
invertierbar auf S. Sei

U—S

ein glattes, quasiprojektives G'-Schema iiber S'. Zu diesem wéhlen wir einen G -Morphismus
m: W — U iiber S wie in Satz (4.4). Dann ist

K(G, W) = ®QZ0K€{(G7 W)
ein A-Ring (Satz (3.5)) und die Abbildung
™ K(G,U)> K(G,W)

ein Ringisomorphismus; man beachte hierbei, dafl wegen der Regularitéit von U die K- und K'-
Theorie iibereinstimmen (Satz (2.1)). Wir definieren nun eine A-Struktur auf K(G,U) durch
Zuriickziehen ldngs des Ringisomorphismus 7*.

(4.5) Lemma: Diese héngt nicht ab von dem gewéhlten Morphismus 7 : W — U mit den
Eigenschaften (1) bis (3).

Beweis: Sei 7' : W’ — U ein weiterer solcher Morphismus. Wir bilden das kartesische Diagramm

/

w5 W
Pl i
w ILou



Da p und W’ affin sind, ist auch W” affin. Da die A-Struktur nach Satz (3.5) fiir affine G-
Schemata funktoriell ist, sind p™* : K(G,W) — K(G,W") und p* : K(G,W') - K(G,W")
A-Homomorphismen und wegen der Eigenschaft (3) sogar A-Isomorphismen. Daraus folgt die
Behauptung.

(4.6) Lemma (Funktorialitét): Sei f : U’ — U ein G-Morphismus von glatten, quasipro-
jektiven G-Schemata U,U’ iiber S. Dann ist

T K(G,U)— K(G,U

ein A-Ringhomomorphismus.

Beweis: Seien 7 : W — U und 7' : W/ — U’ wie in Satz (4.4) gewiihlt. Wir bilden das
kartesische Diagramm
WxgW % W

ip im

w Sud,ou
Da 7 und W' affin sind, ist auch W xy W’ affin, also ist wegen der Funktorialitéit fiir affine
G-Schemata (Satz (3.5)) ¢* : K(G,W) — K(G,W xy W') ein A-Homomorphismus. Ferner
ist p* : K(G,W') - K(G,W xy W') nach (3) ein A-Isomorphismus. Damit ist auch f* ein
A-Homomorphismus.

§5 Der Aquivariante Adams-Riemann-Roch’sche Satz

Wir wiederholen aus der Theorie der A-Ringe (vgl. [6], [19] und [23]):

Fine natiirliche Operation p der Augmentation 0 auf der Kategorie der A-Ringe ist ein En-
domorphismus des Vergififunktors (A—Ringe) — (punktierte Mengen). Als wichtigstes Beispiel
haben wir die Adamsoperationen 7,5 > 1, im Auge; sie sind definiert durch die Rekursions-
formel

d (1)1 g1

Jplog A = Z:(—w Pt

7=1

Sei ferner K ein A-Ring, N € K von endlichem A-Grad und z € K beliebig. Dann gibt es ein
in (K,N,z) funktorielles Element p(N,z) € K mit der Eigenschaft:

p(@ - Aa(N)) = pN,2) - A1 (V)

(N, z) ist ein universelles Polynom in AN, A2V, ... und Az, A2z, ... mit Koeffizienten aus
7Z, eindeutig bestimmt durch . Die kannibalistischen Bottschen Klassen 67(N) sind definiert
als ¥/ (N,1) (j=1,2,...). Es gilt: /(N,z) =0/ (N) -7 (z).

Sei nun G eine endliche Gruppe, S ein affines, reguldres G-Schema und die Ordnung von G
invertierbar auf S. Es bezeichne C die Unterkategorie von (G — Sch/S) bestehend aus den
glatten, quasiprojektiven G-Schemata iiber S zusammen mit den projektiven G-Morphismen
itber S (von vollstandigem Durchschnitt).

Nach §4 ist fiir jedes X € C der Ring K(G,X) = 3 50 K¢(G, X) ein A-Ring, kontravariant
und kovariant (nach §2) fiir beliebige Morphismen in C; in der Sprechweise von [6] haben wir
somit einen A-Ring-Funktor



(5.1) Satz (Riemann-Roch’scher Satz ohne Nenner in der héheren dquivarianten

K -Theorie): Sei i : X < Y eine regulire Einbettung in C mit der G-Konormalengarbe N .

Dann kommutiert fiir jede natiirliche Operation p der Augmentation 0 das Diagramm

KG X) "5 k@, x)
1 i bix

KG)Y) 5 K(@G,Y)

(5.2) Korollar (Adams-Riemann-Roch’scher Satz fiir regulire Einbettungen): Fiir
jedes j > 1 kommutiert das Diagramm

K@, x) "YU k@, x)
1 iy L
KGY) % K@GY)

Zum Beweis von Satz (5.1) verallgemeinere man die SchluBweisen aus [6] auf naheliegende Weise
(siehe insbesondere [6], Kap. V, Beweis von Theorem 6.3). Die wesentlichen Hilfsmittel hierbei
sind die dquivariante Version (1.5) der Deformation ins Konormalenbiindel und die Schnittformel
(2.8) der Exzessdimension 0 fiir die hohere dquivariante K -Theorie.

Seien nun X, Y € C mit trivialer G-Operation und sei f : X — Y ein Morphismus in C. Es
bezeichne Ty € Ko(X) C Ko(G, X) das Tangentialelement von f (vgl. [6], S. 144). Dann ist
die kannibalistische Bottsche Klasse 67(T}) des Duals von T} invertierbar in Ko(X)[j~!] und
damit auch in Ko(G, X)[j~!] (siche Theorem 3.2, [6], S. 38).

(5.3) Satz (Adams-Riemann-Roch’scher Satz in der héheren fquivarianten K-Theo-

rie): Fiir jede natiirliche Zahl j kommutiert das Diagramm von K -Gruppen:

KGx) "SRG X[
LI | L

K@GY) % KGY)[Y

Beweis: Wir faktorisieren f : X — Y in eine regulidre abgeschlossene Immersion ¢ und die
Projektion p eines projektiven Faserbiindels IP(E) iiber Y :

XSPE) By

Wegen der Kompositionsformel fiir Tangentialelemente (vgl. [6], Proposition 7.1 ii, S.145) geniigt
es, den Satz fiir ¢ und fiir p zu beweisen. Fiir 7 ist er bereits in (5.1) bewiesen. Fiir p ergibt sich
die Behauptung wie folgt: Da K(G,IP(&)) frei iiber K(G,Y) mit der Basis 1, [O(—1)],...,[O(—d+
1)] ist (siehe Satz (2.3)) und p, linear iiber K(G,Y) ist, geniigt es, die zu beweisende Formel

p*(ej(Tp)_lz/}j(_)) = Wp*(—)

fir diese Basiselemente nachzupriifen. Diese ist aber dann eine Gleichung im A-Unterring
Ko(Y)[j~!] und bewiesen in [6], Theorem 3.2, S. 38.

Bemerkung: Fiir jedes zusammenhéngende G-Schema X liefert die Rangabbildung
Ko(G,X) — 7 eine kanonische Augmentation. Jedoch ist die zugehorige Grothendieckfiltrie-
rung im allgemeinen nicht lokal nilpotent. Wenn beispielsweise G = Z/27Z, X = Spec(k)
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(k ein Korper mit von 2 verschiedener Charakteristik) mit trivialer G-Operation ist, so ist
Ko(G,X) = Z[T)/(T? — 1), wobei T der Klasse des eindimensionalen k-Vektorraums mit
nichttrivialer Operation von 7Z/27Z entspricht. Das Element T'— 1 des zugehorigen Augmen-
tationsideals ist dann nicht nilpotent.

Wenn f: X — Y ein Morphismus in C zwischen beliebigen Objekten X und Y in C ist, so ist
das zugehorige Tangentialelement T ein Element von Ko(G, X). Wegen fehlender Nilpotenz-
aussagen fiir Ko(G, X) ist jedoch nicht ersichtlich, ob die die kannibalistische Klasse 6’ (T ') in
Ko(G, X)[j~1] invertierbar ist, geschweige denn, ob die Adams-Riemann-Roch-Formel auch in
diesem Fall giiltig ist (vgl. [6]).

Auf Ky(G,X) hat man nach (2.5) allgemeiner fiir jede beliebige Gruppe G eine A-Struktur.
Wenn man sich auf projektive G-Varietédten X iiber einem festen Kérper k£ mit dquivariantem

Strukturmorphismus beschrinkt, auf denen die Operation von G iiber eine feste endliche Gruppe
G’ faktorisiert (G — G’ — Aut(X)), so 148t sich aufgrund von Lemma (2.2)b) die Abbildung

f* : Ko(G,X) — KQ(G,Y)

fiir beliebige projektive G’-Morphismen f: X — Y von vollstindigem Durchschnitt definieren
(vgl. (2.6)). Mit denselben SchluBweisen erhilt man (jetzt nur fiir Ky ):

(5.4) Satz (Aquivarianter Adams-Riemann-Rochscher Satz):
a) Wenn f eine regulire abgeschlossene Immersion mit der Konormalengarbe N ist, dann
kommutiert das Diagramm

Ko(G,x) "85 K6, x)
L | LS
Ko(GY) 25 Ko(G,Y)

b) Wenn G auf X und Y trivial operiert, dann kommutiert das Diagramm
03 (Ty)" 1y ._
Ko(G,X) 55 Ko(G X[
i | L
J
Ko(@Y) o K@Y
(5.5) Beispiel: Sei k ein Korper und
f: X — Spec(k)

eine abelsche Varietédt der Dimension d. Dann ist bekanntlich Q}( Ik = (’)gl(, also Ty = d in
Ko(X) und damit 67(T}) = j9.

Fiir jede Gruppe G und jeden lokalfreien G-Modul & auf X sei [H(X,&)] € Ko(G,k) die
Darstellung von G auf der i-ten Kohomologiegruppe H*(X,&) und

X(€) =Y (-1)'[H'(X,€)] € Ko(G, k)

i
die alternierende Summe der Darstellungen [H'(X,&)]. Dann gilt

X(W[E]) = % I x(€).
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Speziell erhélt man:
a) Wenn & = L invertierbar ist, dann gilt fiir alle j > 0:

X(L2) = j*-Ix(L).

b) Wenn & beliebig ist, dann gilt z. B. fiir 2 = A1 - A\l — 22

X(E ® E) — 2x(A2E) = 2%p*x ()

ol S )(H(X, ) @ [H(X,8)] - 2 A H (X, €)).

7
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